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DS n°8

|Pr0bléme 1 : Comptabilité de changemenﬂ

On lance indéfiniment une piéce donnant “Pile” avec la probabilité p et “Face” avec la probabilit¢ ¢ = 1 —
p. On suppose que p €]0, 1[ et on admet que les lancers sont mutuellement indépendants. Pour tout entier naturel k,
supérieur ou égal a 2, on dit que le k — iéme lancer est un changement s’il améne un résultat différent de celui du
(k — 1)-ieme lancer. On note P, (resp. Fy,) I’événement : “on obtient Pile (resp. Face) au k-iéme lancer”. Pour ne
pas surcharger 1’écriture on écrira, par exemple, P; F, a la place de P; N F,. Pour tout entier naturel n supérieur ou
¢gal a 2, on note X,, la variable aléatoire égale au nombre de changements survenus durant les n premiers lancers.

Partie A : Pourn = 4

1) Déterminer X, (P; P,F3F,).
2) a) Déterminer les issues qui donnent {X, = 0}.

b) En déduire que :

P(X,=0)=p*+q*

3) a) Déterminer la loi de X,.

b) Montrer que E(X,) = 6pq.
Partie B : Etude du casp # q
1) Exprimer P(X,, = 0) en fonction de p, q et n.
2) Démontrer que :

2pq
PX,=1)=——(@" '-p")
n P q p

3) Exprimer P(X,, = n — 1) en fonction de p, q et n.
(On pourra distinguer n pair et n impair).
4) a) Pour tout entier naturel k € [2; n], on pose :
Vk € [271],Z, = {1 si changement au k — iéme lancer
0 sinon

Ecrire X, a I’aide des (Z)ke[z;n] €t en déduire I’espérance de X,.

b) Prouver que les Z;, ne sont pas indépendants.
5) Dans cette question on suppose que p = q = 0,5. Déterminer alors la loi de Xj,.

|Pr0bléme 2 : Les polynomes de Bernstein|

Pour tout n € N, Vk € [0; n], on note Py ,, le polynome :
n _
Pen(X) = () X*(1 = )"
La famille F, = (Po,n: s Pn,n) est appelée la famille des polynomes de Bernstein de degré n.

Partie A : Un peu d’algebre linéaire
Dans toute cette partie on pose :
o { Rp[X] = Ry [X]
(P @, (P)X) =nXP(X)+X(1 - X)P'(X)
R [X] = Ry [X]

By p s ZOP (%) () X —x)m*

1) K désigne R ou C. Soit E un K —espace vectoriel et (eq, ..., €,,) une famille de E. Montrer que :
V(A4 ..., Ap) € (K", vect(ey, ..., en) = vect(A1€q, ..., Anen)
2) a) Démontrer que F,, = (Po,n' s Pn,n) est une base de R,,[X].
b) En déduire que B,, est un automorphisme.
3) a) Démontrer que ¢,, est un endomorphisme.
b) Démontrer que :

Vk € [[O, n]], (pn(Pk,n) = kPk,n
¢) En déduire la matrice de ¢,, dans la base F,.
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d) Calculer det(¢,,) et en déduire si ¢,, est bijective ou non.
Partie B : Le théoréme de Weierstrass

Le but de cette partie est de démontrer un résultat immense en analyse, le théoréme de Weierstrass.

Théoréme de Weierstrass : Toute fonction continue sur un segment peut étre approchée uniformément par des
fonctions polynomiales.

On peut le paraphraser par : quel que soit la fonction continue sur [a, b] que I’on prend et quel que soit le nombre
strictement positif € que I’on prend, il existe une fonction polynémiale Pr telle que la valeur maximale de

|Pf x)—f (x)| sera toujours plus petite que €.

Théoréme de Weierstrass (Avec les quantificateurs) : V(a, b) € R?,Vf € C°([a, b]), Ve > 0, 3P € R[X] tel que :
sup |[f(x) —Pr(x)| <€
x€la,b]

Nous allons le démontrer dans le cas ou f est de classe C! sur [a, b].
Dans toute la suite de ce probléme on pose f € C1[0;1]. De méme on pose :

vn € N,vx € [0; 1], B,(f)(x) = zn:f (g) (Z) xk(1 = x)nk
k=0

K= sup |[f'() = If"lle
x€[0;1]

1) a) Pourquoi K existe-t-il ?

b) Démontrer que f est K — lipschitizienne.
2) a) Démontrer que :

n
vx € [0;1],B - = LA Y k(1 — x)n—k
x € [0;1], B (f) (%) — f (%) i) = f@) () x* A —x)
k=0
b) En déduire que :

v € (0511 1By (NG — F()] < KZ £ | (1) <1~
3) Soit Y une variable aléatoire réelle sur un univers fini.

a) Montrer que :
E[IY]] = VE[Y?]

E[|Y|] < /Var(Y) + E[Y]?
b) On suppose a présent que Y suit une loi binomiale de paramétres n et x. Démontrer que :

Puis en déduire que :

[E”——x] Z|——x| k(l—x)nk
¢) En déduire que :
= 1k n— x(1—x)
Vx € [0;1], kzﬂ)|7_‘_x| k(1_x) k < —
d) En déduire que :
Vx € [0; 1], 1B (f)(x) = f(0)] < \/—

e¢) Démontrer le théoréme de Weierstrass dans le cas des fonctions de classe C* sur [0; 1].
4) Si f = cos restreinte sur [0; 1], déterminer un polynéme P tel que :
vx € [0,1],|P(x) — f(x)| < 1072

Partie C : Une autre démonstration des sommes de Riemann
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Soit f une fonction continue sur [0; 1]. On pose la suite de fonctions polyndmiale (Bn (f ))neN définie

précédemment.
1) Démontrer que :
1 1
lim_ [ Bu(Gdx = [ F2de
n—->+oo
0 0
2) a) Démontrer que :

1
n—k

vn € N*,Vk € [0;n — 1], f xk(1—x)"Fdx = (k — 1) f X1 — %)k 1gy

0 0

b) En déduire que :
1

[ B Eax = —

n
1 Z (k)
1 f n
0 k=0
¢) En déduire que :

li
n—1>rwpoon + 1

f f(t)dt

d) Retrouver le résultat précédent a 1’aide des sommes de Rlemann.

|Pr0bléme 3 : Interversion de limites|

Dans tout ce probléme on pose :

+00

1

VkENk=>2¢0k) = zﬁ
=1

Le but de ce probléme est de démontrer la convergence de la série suivante :

PXYGESY

k=2
Nous allons méme en déterminer sa valeur. Pour se faire nous allons intervertir deux sommes infinies. Cependant il

faut faire trés attention car si I’on peut toujours intervertir deux sommes finies, on ne peut pas toujours le faire avec
des sommes infinies. C’est ce que 1’on appelle en mathématiques les problémes d’interversion (de sommes, de limites,
de sommes et d’intégrales...).

Partie A : Interversion de limites
1) On pose :

1 1
v(n,m) € (N)?,u(n,m) = ll - + EJ ou | x| désigne la partie entiére de x

a) Déterminer :
u(2,3) et u(3,2)
b) Démontrer que :

n—-+o0 m-—-+oo

lim llm u(n,m)=1
m-—+oo n—-+

Ainsi on ne peut pas toujours intervertir deux limites. C’ est la méme chose pour les sommes infinies.
2) On pose :

{ lim lim u(n,m)=0

1sij=i
v(i,j) EN?,q;; = {—1 sij=i—1
0 sinon
a) Montrer que :
+o00

@ {1 sii=0
L 0 sinon

-
Il
=}



b) En déduire la valeur de :

¢) Démontrer que :

Partie B : Aucun probléme pour nous ici !

Dans cette partie nous souhaitons montrer que :
+00 +o00 +00 +00

1 1
2,02 0w
k=2n=2 n=2 k=2

1) a) Rappeler pourquoi le nombre (k) — 1 existe.
b) A I’aide d’une comparaison série-intégrale, démontrer que :

) —1< !

¢) En déduire que la série suivante est convergente :

k=2
2) On pose :
=
Vn=2,u, = -
k=2
a) Démontrer que :
1
Vn=2,u,=—-—=
" nn—-1)

b) En déduire que (Zu,,) est convergente et calculer sa valeur.

Ainsi il existe deux nombres £ et €’ réels positifs tels que :
400 400 400 400

NI

n=2 k=
3) On pose :

N N 1 N N 1
VN = 2,vy =ZZ—=ZZ— car la somme est finie
= — ( finie)

=2k=2 k=2n=2
a) Montrer que :

Z z OERY

Saninel kEWEL
b) Montrer que :

llm (Z(k) -1)=0

N +coo N

1 1
2 2w 2 D
k=2n=N+

¢) Montrer que :

d) En déduire que £ = ¢' = 1.

=Ty
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