
Page 1 sur 4 
 

DS n°8 
 

Problème 1 : Comptabilité de changement 
 

On lance indéfiniment une pièce donnant “Pile” avec la probabilité 𝑝 et “Face” avec la probabilité 𝑞 =  1 −

 𝑝. On suppose que 𝑝 ∈]0, 1[ et on admet que les lancers sont mutuellement indépendants. Pour tout entier naturel 𝑘, 

supérieur ou égal à 2, on dit que le 𝑘 − 𝑖è𝑚𝑒 lancer est un changement s’il amène un résultat différent de celui du 

(𝑘 −  1)-ième lancer. On note 𝑃𝑘  (𝑟𝑒𝑠𝑝. 𝐹𝑘) l’événement : “on obtient Pile (resp. Face) au 𝑘-ième lancer”. Pour ne 

pas surcharger l’écriture on écrira, par exemple, 𝑃1𝐹2 à la place de 𝑃1 ∩  𝐹2. Pour tout entier naturel 𝑛 supérieur ou 

égal à 2, on note 𝑋𝑛 la variable aléatoire égale au nombre de changements survenus durant les 𝑛 premiers lancers. 
 

Partie A : Pour 𝒏 = 𝟒 
 

1)  Déterminer 𝑋4(𝑃1𝑃2𝐹3𝐹4). 

2)  a) Déterminer les issues qui donnent {𝑋4 = 0}. 

 b) En déduire que :  

ℙ(𝑋4 = 0) = 𝑝4 + 𝑞4 

3)  a) Déterminer la loi de 𝑋4. 

 b) Montrer que 𝔼(𝑋4) = 6𝑝𝑞. 
 

Partie B : Etude du cas 𝒑 ≠ 𝒒 
 

1)  Exprimer ℙ(𝑋𝑛 = 0) en fonction de 𝑝, 𝑞 𝑒𝑡 𝑛. 

2) Démontrer que :  

ℙ(𝑋𝑛 = 1) =
2𝑝𝑞

𝑞 − 𝑝
(𝑞𝑛−1 − 𝑝𝑛−1) 

3)  Exprimer ℙ(𝑋𝑛 = 𝑛 − 1) en fonction de 𝑝, 𝑞 𝑒𝑡 𝑛. 

(On pourra distinguer 𝑛 pair et 𝑛 impair).  

4)  a) Pour tout entier naturel 𝑘 ∈ ⟦2; 𝑛⟧, on pose :  

∀𝑘 ∈ ⟦2; 𝑛⟧, 𝑍𝑘 = {
1 𝑠𝑖 𝑐ℎ𝑎𝑛𝑔𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑎𝑢 𝑘 − 𝑖è𝑚𝑒 𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒𝑟

0 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛
 

Ecrire 𝑋𝑛 à l’aide des (𝑍𝑘)𝑘∈⟦2;𝑛⟧ et en déduire l’espérance de 𝑋𝑛. 

 b) Prouver que les 𝑍𝑘 ne sont pas indépendants.  

5)  Dans cette question on suppose que 𝑝 = 𝑞 = 0,5. Déterminer alors la loi de 𝑋𝑛.  

 

Problème 2 : Les polynômes de Bernstein 

  

 Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑘 ∈ ⟦0; 𝑛⟧, on note 𝑃𝑘,𝑛 le polynôme :  

𝑃𝑘,𝑛(𝑋) = (
𝑛
𝑘

) 𝑋𝑘(1 − 𝑋)𝑛−𝑘 

La famille ℱ𝑛 = (𝑃0,𝑛, … , 𝑃𝑛,𝑛) est appelée la famille des polynômes de Bernstein de degré 𝑛.  
 

Partie A : Un peu d’algèbre linéaire 

 Dans toute cette partie on pose :  

𝜑𝑛: {
ℝ𝑛[𝑋] → ℝ𝑛[𝑋]

𝑃 ↦ 𝜑𝑛(𝑃)(𝑋) = 𝑛𝑋𝑃(𝑋) + 𝑋(1 − 𝑋)𝑃′(𝑋)
 

ℬ𝑛: {

ℝ𝑛[𝑋] → ℝ𝑛[𝑋]

𝑃 ↦ ∑ 𝑃 (
𝑘

𝑛
) (

𝑛
𝑘

) 𝑋𝑘(1 − 𝑋)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

1)  𝕂 désigne ℝ ou ℂ. Soit 𝐸 un 𝕂 −espace vectoriel et (𝑒1, … , 𝑒𝑛) une famille de 𝐸. Montrer que :  

∀(𝜆1, … , 𝜆𝑛) ∈ (𝕂∗)𝑛, 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑒1, … , 𝑒𝑛) = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝜆1𝑒1, … , 𝜆𝑛𝑒𝑛) 

2)  a) Démontrer que ℱ𝑛 = (𝑃0,𝑛, … , 𝑃𝑛,𝑛) est une base de ℝ𝑛[𝑋]. 

 b) En déduire que 𝐵𝑛 est un automorphisme.  

3)  a) Démontrer que 𝜑𝑛 est un endomorphisme.  

 b) Démontrer que :  

∀𝑘 ∈ ⟦0; 𝑛⟧, 𝜑𝑛(𝑃𝑘,𝑛) = 𝑘𝑃𝑘,𝑛 

 c) En déduire la matrice de 𝜑𝑛 dans la base ℱ𝑛.  
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 d) Calculer det(𝜑𝑛) et en déduire si 𝜑𝑛 est bijective ou non.  

Partie B : Le théorème de Weierstrass  

 

 Le but de cette partie est de démontrer un résultat immense en analyse, le théorème de Weierstrass.  

 

Théorème de Weierstrass : Toute fonction continue sur un segment peut être approchée uniformément par des 

fonctions polynômiales.  

 

On peut le paraphraser par : quel que soit la fonction continue sur [𝑎, 𝑏] que l’on prend et quel que soit le nombre 

strictement positif 𝜖 que l’on prend, il existe une fonction polynômiale 𝑃𝑓 telle que la valeur maximale de 

|𝑃𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)| sera toujours plus petite que 𝜖.  

 

Théorème de Weierstrass (Avec les quantificateurs) : ∀(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2, ∀𝑓 ∈ 𝒞0([𝑎, 𝑏]), ∀𝜖 > 0, ∃𝑃𝑓 ∈ ℝ[𝑋] 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∶ 

sup
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑥) − 𝑃𝑓(𝑥)| ≤ 𝜖 

 

Nous allons le démontrer dans le cas où 𝑓 est de classe 𝒞1 sur [𝑎, 𝑏].    

Dans toute la suite de ce problème on pose 𝑓 ∈ 𝒞1[0; 1]. De même on pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ [0; 1], ℬ𝑛(𝑓)(𝑥) = ∑ 𝑓 (
𝑘

𝑛
) (

𝑛
𝑘

) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

𝐾 = sup
𝑥∈[0;1]

|𝑓′(𝑥)| = ‖𝑓′‖∞  

1)  a) Pourquoi 𝐾 existe-t-il ?  

 b) Démontrer que 𝑓 est 𝐾 − 𝑙𝑖𝑝𝑠𝑐ℎ𝑖𝑡𝑖𝑧𝑖𝑒𝑛𝑛𝑒.  
2)  a) Démontrer que :  

∀𝑥 ∈ [0; 1], ℬ𝑛(𝑓)(𝑥) − 𝑓(𝑥) = ∑ (𝑓 (
𝑘

𝑛
) − 𝑓(𝑥)) (

𝑛
𝑘

) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

  

b) En déduire que :  

∀𝑥 ∈ [0; 1], |ℬ𝑛(𝑓)(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝐾 ∑ |
𝑘

𝑛
− 𝑥| (

𝑛
𝑘

) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

3)  Soit 𝑌 une variable aléatoire réelle sur un univers fini.  

 a) Montrer que : 

𝔼[|𝑌|] ≤ √𝔼[𝑌2] 

Puis en déduire que :  

𝔼[|𝑌|] ≤ √𝑉𝑎𝑟(𝑌) + 𝔼[𝑌]2 

 b) On suppose à présent que 𝑌 suit une loi binomiale de paramètres 𝑛 et 𝑥. Démontrer que :   

𝔼 [|
𝑌

𝑛
− 𝑥|] = ∑ |

𝑘

𝑛
− 𝑥| (

𝑛
𝑘

) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 c) En déduire que :  

∀𝑥 ∈ [0; 1], ∑ |
𝑘

𝑛
− 𝑥| (

𝑛
𝑘

) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

≤ √
𝑥(1 − 𝑥)

𝑛
 

 d) En déduire que :  

∀𝑥 ∈ [0; 1], |ℬ𝑛(𝑓)(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤
𝐾

2√𝑛
 

  e) Démontrer le théorème de Weierstrass dans le cas des fonctions de classe 𝒞1 sur [0; 1].  

4)  Si 𝑓 = 𝑐𝑜𝑠 restreinte sur [0; 1], déterminer un polynôme 𝑃 tel que :  

∀𝑥 ∈ [0,1], |𝑃(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 10−2 

 

Partie C : Une autre démonstration des sommes de Riemann 
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 Soit 𝑓 une fonction continue sur [0; 1]. On pose la suite de fonctions polynômiale (𝐵𝑛(𝑓))
𝑛∈ℕ

 définie 

précédemment.  

1)  Démontrer que :  

lim
𝑛→+∞

∫ 𝐵𝑛(𝑓)(𝑥)𝑑𝑥

1

0

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

1

0

 

2)  a) Démontrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∀𝑘 ∈ ⟦0; 𝑛 − 1⟧, ∫ 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

1

0

𝑑𝑥 =
(𝑛 − 𝑘)

𝑘 + 1
∫ 𝑥𝑘+1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1𝑑𝑥

1

0

 

 b) En déduire que : 

∫ 𝐵𝑛(𝑓)(𝑥)𝑑𝑥

1

0

=
1

𝑛 + 1
∑ 𝑓 (

𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=0

 

 c) En déduire que :  

lim
𝑛→+∞

1

𝑛 + 1
∑ 𝑓 (

𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=0

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

1

0

 

 d) Retrouver le résultat précédent à l’aide des sommes de Riemann.  

 

Problème 3 : Interversion de limites 

 

 Dans tout ce problème on pose :  

∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑘 ≥ 2, 𝜁(𝑘) = ∑
1

𝑛𝑘

+∞

𝑛=1

 

Le but de ce problème est de démontrer la convergence de la série suivante :   

∑(𝜁(𝑘) − 1)

𝑘≥2

 

Nous allons même en déterminer sa valeur. Pour se faire nous allons intervertir deux sommes infinies. Cependant il 

faut faire très attention car si l’on peut toujours intervertir deux sommes finies, on ne peut pas toujours le faire avec 

des sommes infinies. C’est ce que l’on appelle en mathématiques les problèmes d’interversion (de sommes, de limites, 

de sommes et d’intégrales…).  

 

Partie A : Interversion de limites 

1)  On pose :  

∀(𝑛, 𝑚) ∈ (ℕ∗)2, 𝑢(𝑛, 𝑚) = ⌊1 −
1

𝑛
+

1

𝑚
⌋  𝑜ù ⌊𝑥⌋ 𝑑é𝑠𝑖𝑔𝑛𝑒 𝑙𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒 𝑒𝑛𝑡𝑖è𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑥 

 a) Déterminer :  

𝑢(2,3) 𝑒𝑡 𝑢(3,2) 

 b) Démontrer que :  

{
lim

𝑛→+∞
lim

𝑚→+∞
𝑢(𝑛, 𝑚) = 0

lim
𝑚→+∞

lim
𝑛→+∞

𝑢(𝑛, 𝑚) = 1
 

Ainsi on ne peut pas toujours intervertir deux limites. C’est la même chose pour les sommes infinies.  

2)  On pose :  

∀(𝑖, 𝑗) ∈ ℕ2, 𝑎𝑖,𝑗 = {
1 𝑠𝑖 𝑗 = 𝑖

−1 𝑠𝑖 𝑗 = 𝑖 − 1
0 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

 

 a) Montrer que :  

∑ 𝑎𝑖,𝑗

+∞

𝑗=0

= {
1 𝑠𝑖 𝑖 = 0
0 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛
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 b) En déduire la valeur de :  

∑ ∑ 𝑎𝑖,𝑗

+∞

𝑗=0

+∞

𝑖=0

 

 c) Démontrer que :  

∑ ∑ 𝑎𝑖,𝑗

+∞

𝑗=0

+∞

𝑖=0

≠ ∑ ∑ 𝑎𝑖,𝑗

+∞

𝑖=0

+∞

𝑗=0

 

 

Partie B : Aucun problème pour nous ici !  

 Dans cette partie nous souhaitons montrer que :  

∑ ∑
1

𝑛𝑘

+∞

𝑛=2

+∞

𝑘=2

= ∑ ∑
1

𝑛𝑘

+∞

𝑘=2

+∞

𝑛=2

 

1)  a) Rappeler pourquoi le nombre 𝜁(𝑘) − 1 existe.  

 b) A l’aide d’une comparaison série-intégrale, démontrer que :  

𝜁(𝑘) − 1 ≤
1

2𝑘
+

1

2𝑘−1(𝑘 − 1)
 

 c) En déduire que la série suivante est convergente :  

∑(𝜁(𝑘) − 1)

𝑘≥2

 

2)  On pose :  

∀𝑛 ≥ 2, 𝑢𝑛 = ∑
1

𝑛𝑘

+∞

𝑘=2

 

a) Démontrer que :  

∀𝑛 ≥ 2, 𝑢𝑛 =
1

𝑛(𝑛 − 1)
 

 b) En déduire que (Σ𝑢𝑛) est convergente et calculer sa valeur.  

Ainsi il existe deux nombres ℓ 𝑒𝑡 ℓ′ réels positifs tels que :   

ℓ = ∑ ∑
1

𝑛𝑘

+∞

𝑛=2

+∞

𝑘=2

 𝑒𝑡 ℓ′ = ∑ ∑
1

𝑛𝑘

+∞

𝑘=2

+∞

𝑛=2

 

3)  On pose :  

∀𝑁 ≥ 2, 𝑣𝑁 = ∑ ∑
1

𝑛𝑘

𝑁

𝑘=2

𝑁

𝑛=2

= ∑ ∑
1

𝑛𝑘

𝑁

𝑛=2

𝑁

𝑘=2

 (𝑐𝑎𝑟 𝑙𝑎 𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑒𝑠𝑡 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒) 

 a) Montrer que :  

ℓ − 𝑣𝑁 = ∑ ∑
1

𝑛𝑘

+∞

𝑛=𝑁+1

𝑁

𝑘=2

− ∑ (𝜁(𝑘) − 1)

+∞

𝑘=𝑁+1

 

 b) Montrer que :  

lim
𝑁→+∞

∑ (𝜁(𝑘) − 1)

+∞

𝑘=𝑁+1

= 0 

 c) Montrer que :  

∑ ∑
1

𝑛𝑘

+∞

𝑛=𝑁+1

𝑁

𝑘=2

= ∑ ∑
1

𝑛𝑘

𝑁

𝑘=2

+∞

𝑛=𝑁+1

 

 d) En déduire que ℓ = ℓ′ = 1.  


