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Correction DS n°8

|Pr0bléme 1 : Comptabilité de changemenﬂ

On lance indéfiniment une pi¢ce donnant “Pile” avec la probabilité p et “Face” avec la probabilit¢t ¢ = 1 —
p. On suppose que p €]0, 1[ et on admet que les lancers sont mutuellement indépendants. Pour tout entier naturel k,
supérieur ou égal a 2, on dit que le k — iéme lancer est un changement s’il améne un résultat différent de celui du
(k — 1)-ieme lancer. On note P, (resp. F;,) I’événement : “on obtient Pile (resp. Face) au k-iéme lancer”. Pour ne
pas surcharger 1’écriture on écrira, par exemple, P; F, a la place de P; N F,. Pour tout entier naturel n supérieur ou
¢gal a 2, on note X,, la variable aléatoire égale au nombre de changements survenus durant les n premiers lancers.

Partie A : Pourn = 4

1) Déterminer X, (P; P,F5F,).
2) a) Déterminer les issues qui donnent {X, = 0}.

b) En déduire que :

P(X, =0) =p*+q*

3) a) Déterminer la loi de X,.

b) Montrer que E(X,) = 6pq.
Partie B : Etude ducasp # q
1) Exprimer P(X,, = 0) en fonction de p, q et n.
2) Démontrer que :

2pq
PX,=1)=——(@" '-p")
n P q p

3) Exprimer P(X,, = n — 1) en fonction de p, q et n.
(On pourra distinguer n pair et n impair).
4) a) Pour tout entier naturel k € [2;n], on pose :
Vk € [2;71],Z, = {1 si changement au k — ieme lancer
0 sinon
Ecrire X, a I’aide des (Z)ke[z;n] €t en déduire I’espérance de X,.
b) Prouver que les Z;, ne sont pas indépendants.

5) Dans cette question on suppose que p = q = 0,5. Déterminer alors la loi de Xj,.
Partie A :

1) X,(P1P,F5F,) = 1 car on a eu un seul changement.

2) a)Ona:

{X4 =0} ={P1P,P3Py; F1F,F3F,}
b)Ona:
P(Xy = 0) = P({P1P2P3P4; F1F;F3F,}) = P({P1P,P3P,}) + P({F{F,F3F,}) = p* + q*
3) a)Ona:
=p*q+p’q® +pq’ + @°p+q°p* + qp° = 2p*q + 2p°q’ + 2pq°
PX,=2)=PX,=2nP)+PX,=2nF,)=2p3q +2¢3p + 2p*q*

b)Ona:
E(X4) = 2pq + 2p*q” + 2pq® + 2(2p°q + 2¢°p + 2p*q*) + 3(2p*q?)
= 6pq(p® + 2pq + q°) = 6pq(p + q)* = 6pq
Partie B :
1) De méme que précédemment on a :
P(X, =0) =p" +4q"
2) Ona:

PX,=1)=PX,=1nP)+PX,=1nF)
Deplusona:
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i= k=1 k=i
On a donc :
n i—-1 n
P(X,=1nP) =P U P; n(ﬂﬂ)
i=2 | \k=1 k=i
n -1 n n
-Ye(i()7 )0 (ﬂ Fi) Y
=2 k=1 k=i =2

De la méme fagon on a :

P(X, =1N0F)= Z q'tpnTt

i=2

n n
P(Xn — 1) — Z pi—lqn—i+1 + 2 qi—lpn—i+1

i=2

— 2pq <2 pkqn- k)

n
vn € N, qn+1 _ pn+1 — (q _ p) <Z pkqn—k)

k=0

Ainsi on en déduit que :

Or on sait que :

Ainsi on en déduit donc car p # q que :
Tl 1 n—1)

e

On a donc :
2pq -
IP)( X = 1) — n-1 _ n 1
n 7—p )
3) {X, = n — 1} signifie que I’on a eu changement a chaque lancer.
On a donc :

1¢" cas : Si a est pair, n = 2a
P(X, =n—1) = 2p%q®
2m¢ cas : Sin est impair, n = 2a + 1
Ona:
P(X, =n—1) =p*q**' + q°p™*' = p°q*“(p + @) = p*q°

n
=sz

k=2

4) a)Ona:

On en déduit par linéarité de I’espérance que :

EC) = ) E(Z)
k=2

Or d’apres les probabilités totales on a :
E(Z) =P(Zr=1) =P(Zr =1NP,1) + P(Z, = 1N Pr_4) = 2pq
On en déduit donc que :
E(Xyp) = 2(n—1)pq
b)Ona:
=pqp + qpq = pq
Deplusona:
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P(Z, = 1) X P(Z3 = 1) = 4p*q* = pq(4pq)

Orona:

( p=0

| ou 1

pa=paipg) =] p=0 op=c(arpelo;l )

| ou

Up(1-p) =1
Or on sait que p # ; doncona:

P(Z,=1)xP(Z3=1)#P(Z,=1nZ3=1)

Les événements sont dépendants.
5) Sip = q = 0,5 on a alors affaire a des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Ainsi
X, suit une loi binomiale de parametres n — 1 et 0,5.

|Pr0bléme 2 : Les polynomes de Bernstein|

Pour tout n € N, Vk € [[0; n], on note Py ,, le polynome :
n _
Pen(X) = (1) X1 = X)"*

La famille F, = (Po,n: s Pn_n) est appelée la famille des polynomes de Bernstein de degré n.

Partie A : Un peu d’algébre linéaire
Dans toute cette partie on pose :
o :{ Ry [X] = R, [X]
(P @, (P)X)=nXPX)+X(1 = X)P'(X)
Ry [X] = R, [X]

Buiip oy ZP (2) (B) (1 - xyn*

1) K désigne R ou C. Soit E un K —espace vectoriel et (e, ..., €,,) une famille de E. Montrer que :
V(A4 ..., Ay) € (K", vect(ey, ..., en) = vect(A1€q, ..., Aney)
2) a) Démontrer que F,, = (Po,n» s Pn'n) est une base de R,,[X].
b) En déduire que B,, est un automorphisme.
3) a) Démontrer que ¢,, est un endomorphisme.
b) Démontrer que :

Vk € [0;n], o (Pxn) = kP
¢) En déduire la matrice de ¢,, dans la base F,.
d) Calculer det(¢,,) et en déduire si ¢,, est bijective ou non.
Partie B : Le théoréme de Weierstrass

Le but de cette partie est de démontrer un résultat immense en analyse, le théoréme de Weierstrass.

Théoréme de Weierstrass : Toute fonction continue sur un segment peut étre approchée uniformément par des
fonctions polynomiales.

On peut le paraphraser par : quel que soit la fonction continue sur [a, b] que I’on prend et quel que soit le nombre
strictement positif € que I’on prend, il existe une fonction polynémiale P telle que la valeur maximale de

|Pf x)—f (x)| sera toujours plus petite que €.

Théoréme de Weierstrass (Avec les quantificateurs) : V(a, b) € R? Vf € C°([a, b]),Ve > 0,3P; € R[X] tel que :
sup |[f(x) —Pr(x)| <€
x€la,b]

Nous allons le démontrer dans le cas ou f est de classe C* sur [a, b].
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Dans toute la suite de ce probléme on pose f € C1[0;1]. De méme on pose :
n

vn € N,vx € [0; 1], B, (f) (x) = Z f (g) (Z) xk(1 = x)nk
k=0

K= sup [f'()l =If"lle
x€[0;1]

1) a) Pourquoi K existe-t-il ?

b) Démontrer que f est K — lipschitizienne.
2) a) Démontrer que :

n
k
vx € [0;1], B (@~ F() = ) <f( )- f(x))( )x+(a -0k
k=0
b) En déduire que :

n
k
3K > 0 tel que,Vx € [0;1],|B,,()(x) — f(x)| < KZ |E - x| (Z) xk (1 —x)nk
k=0
3) Soit Y une variable aléatoire réelle sur un univers fini.

a) Montrer que :
E[IY]] = VE[Y?]

E[|Y|] < /Var(Y) + E[Y]?
b) On suppose a présent que Y suit une loi binomiale de paramétres n et x. Démontrer que :

ol - S |-

Puis en déduire que :

¢) En déduire que :

L . x(1—x)
ey - (e —aper s [0
d) En déduire que :
r € 1011 B, (N0 ~ £ < 5

e) Démontrer le théoréme de Weierstrass dans le cas des fonctions de classe C* sur [0; 1].
4) Si f = cos restreinte sur [0; 1], déterminer un polyndme P tel que :
vx € [0,1], [P(x) = f(x)| < 1072

Partie C : Une autre démonstration des sommes de Riemann

Soit f une fonction continue sur [0; 1]. On pose la suite de fonctions polyndomiale (Bn (f ))neN définie

précédemment.
1) Démontrer que :
1 1
tim_ [ Bap@ax = [ roac
n—>+oo
0 0
2) a) Démontrer que :
1
k -k (n—k) k —k—
VnEN,VkE[[O;n—l]],jx (1—x)"*dx = T xk+1(1 — )1y
0
b) En déduire que :

1

[ 2319

0
c¢) En déduire que :




Page 5 sur 14

lim
not+on + 1

f F(o)dt

d) Retrouver le résultat précédent a I’aide des sommes de Rlemann.

Partie A : Un peu d’algébre linéaire

1) a) On raisonne par double-inclusion.
Soit (A4, ..., 4,,) € (K*)™.
1**inclusion : vect(ey, ..., e,) C vect(Aieq, ..., Anep)

Soit e € vect(ey, ..., ey,). Ainsi :
n

n
AUy, . 4py) € K" tel que e = Zui e = Z (%) (Aje;) car A; #0
i=1 i=1 '
Donc e € vect(1,eq, ..., Anen).
2iéme jnclusion : vect(d,ey, ..., Ane,) C vect(ey, ..., e,)
Soit e € vect(A,eq, ..., Aney). On aalors :

n n
I(uy, s ty) E K" tel que e = 2#1’ (Aie) = Z(.ui/li)ei
=1 =1

Donc e € vect(d,eq, ..., Anen)
Ainsiona:

V(A4 oy, Ay) € (K™, vect(ey, ..., €,) = vect(Aieq, ..., Aney)
2) a) On peut le faire de beaucoup de fagons différentes.
La plus simple ici est d’utiliser la question précédente.
On sait que :

vneN,Vke [[O;n]],(Z) 0

Ainsi d’aprés la question précédente on a :

veCt(PO,n' s Pn,n) = vect ((Xk(l o X)n_k)osksn)

Ona:
n
k n—k k n i
Vk € [0; 1], Py (X) = X*(1 — X)vk = x* + Z (l) (-X)
i=k+1
Ainsiona:
1 (0)
mat(llxl_"‘xn) ((PO,TL' ey Pn'n)) = . = A
() 1
A € Myi4(R)
De plus elle est triangulaire inférieure et :
det(A) =1=+#0

Ainsi A € GL,,+1(R) et donc (PO,n' s Pn,n) est une base de R, [X].
V(44 ..., 4n) € (K)™ vect(ey, ..., e,) = vect(A,€q, ..., An€y)
b) Montrons que B,, est bijective et linéaire.
* B, € L(R,[X])

V(A P,Q) € R X Ry[X]2, By(AP + Q)(X) —Z(AP+Q)( ) (o) ¥k - xomk

=zn:<,1p(§>+ ())()X"’-(l— )”"’-—AZ () X""(l X)"""+Z () X""(l X))k

k=0
= ABn(P)(X) + B, (Q)(X)
Ainsi B, € L(R,[X])
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e B, estinjective
On résout :

n
kN /n B
Bu(P) = 0y = Y P (=) () X¥(1 = 0" = 0,
k=0

Or on a démontré précédemment que (Po,n, s Pn,n) est une base de R, [X]. Ainsi on a I’équivalence suivante :

S D oo ottt

Ainsiona:
1
P € ker(B,) = {O;E; e 1} C Rac(P)
Orona:
1
Card ({0;1—1; 1}) =n+ letdeg(P)<n
Ainsi P = OIR{n[X]-
On a donc ker(B,,) = {ORn[X]} donc B, est un endomorphisme injectif, ¢c’est donc un automorphisme.
b)Ona:
Vk € [0;n], (P ) (X) = nXPy (X) + X (1 = X)Py ' (X)
On distingue 3 cas.
1% cas : Py (X) = (1 - X)"
Ona:
on(Pon)X) =nX(1—X)" - X(1 - X)n(1 — X)" 1
= Or,[x)
2¢me cas : By ,(X) = X"
Ona:
Pn(Pyn)(X) = nX™1 + X(1 — X)nX™ ! = nx™
3iéme cas - k € [1;n]
Ona:
P (Pen) 0 = () (X< = X)"F 4 X(1 = X)RX*71(1 = XY™ = X(1 = X)(n — k)X¥(1 = X)"~*1)

= (7)) X = )" * (X + k(1 = X) = (n — k)X)

k
n _
=k (k) XK1 — X)"k = kP, (X)
¢) On a une matrice diagonale :

0

maty (@) = =4,
Lo )

det(@,) =det(4,) =0x1X..Xxn=20
Ainsi ¢, n’est pas un automorphisme. En effet on peut juste voir que X™ € ker(¢,,).

d)Ona:

Partie B : Le théoréme de Weierstrass

1) a) f € 1([0; 1]) donc f' est continue sur un segment, donc elle est bornée et atteint ses bornes. Ainsi K
existe.
b) C’est I’inégalité des accroissements finis :

v(x,y) € [0;1]% |f(x) — f)] < xgﬂ)pﬂlf’(x)l lx -yl < K|x -y

Ainsi f est K —lipschitizienne.
2) a) On a d’aprés le bindme de Newton :



Vx € [0; 1],271: (Z)xk(l —x)"kF=(x+1-x)"=1

Ainsiona: =
vx € [01) By (N — f) = ). <f (S)) (o) x*a=om* — £
k=0

=) (f (k)) ()<< = f(x)z X1 -k
k=0

- (f (k)) (ELCEROL Z £ (i) w1 -k
k=0

= Z(f( )- f(x))( )+ — 2k
b)Ona: 0

Vx € [0; 1], |Br(f)(x) = f(0)| =

ZO( r(5)- f(x)> )K=k

I (5) - reo| (7)< 1 — e

NIE

<

=
Il

0

Ki |§ - x| (Z) xk(1 —x)nk

k=0

INA

3) a) On sait que :
E[|Y|]? = E[|Y|?] = Var(|Y|) < E[|Y|?] car var(Y) =0
Deplusona:
Y|?=Y2%carY(Q) c R
Ainsiona:
E[IY]]* < E[Y?]

E[|Y]] = VE[Y?]

E[Y?]

On a donc bien :
On en déduit donc que :
Or on sait que :

Var(Y) = E[Y?] — E[Y]?
Ainsi on en déduit que :

E[|Y|] < Var(Y) + E[Y]?

b) C’est le théoréme de transfert.
¢) On pose :

D’apres la question précédente on a :
o=

v (Y )—1V ) =
arn X —n2 ar =

2

k(l x) k<\]Var<§—x)+IE[——x]

nx(l—x) x(1-x)
n? on

Orona:

Enfinona:

Y nx
E[——x] =—-x=0
n n
On en déduit donc que :
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d) On étudie la fonction x + x(l — x) sur [0; 1]. Son minimum est 0 et son maximum est T Ainsiona:

1
vx €0;1],x(1 —x) < 7

Ainsion a:

1 K
B (@) - f(x)I<KZ|——x| ) k(1 - x)"k<Kj;sﬁ

e) Soite > 0 et f € C1([0;1]). On salt que :

li K 0
im——=
n 24/n
Ainsi :
dny > 0 tel que Vn > nO,— <e

S

Pr(X) = By, (f)(X)

On pose alors :

On a alors :

vx € [0;1], |Pf(x) —f(x)| < 2\771_0 <e

Ainsiona:

vf e €e°([0,1]),Ve > 0, 3Ps € R[X] tel que sup If () — Pf(x)| <€
x€[0,1]

4) On sait que cos  est 1- lipchitzienne, donc on cherche :

1
—— <1072 =n=> 2500
2Vn

2500

P(X) = z cos (%) (Z) X¥k(1 — x)nk

k=0

Ainsi on peut poser :

Partie C : Une autre démonstration des sommes de Riemann

1) Ona:
K

vn € N*, Vx € [0; 1], B, () (x) — f()| = -—=
2Vn
Donc d’aprés le théoreme des gendarmes on a :

lim [[B,(f) = fllo =0
n—-+oo
Ainsiona:
Ve > 0,3dng € N,Vvn = ng, [|Bo(f) — fllo < €

Ainsiona:
1 1 1 1

vn > o, f Ba(F)(0)dx — f f(odt| = f Ba(f)(0) — F)dx| < f 1B (F)(x) — £(0)ldx

0 0 0 0
1

= f”Bn(f) — fllowdx < fedx <e€
0 0
On en déduit donc que :

1 1
lim | B,(fH)(x)dx = | f(t)dt
e[|

2) a) On effectue une intégration par partie :



1

fx"(l — )" *dx =

0

(n ) (1 —x)"*1ax

o ] f

1
n —_—
— (k " 1) xk+1(1 _ x)n—k—ldx

b)Ona:
1

an(f)(x)dx - fif(%) (3)x*(1 - x)*dx
0

0 k=0 .
X (S) (1) f (1 —x)"* dx
k=0 0
1 n-1 1
=f(D) f x™dx + Zf (%) (Z)ka(l — )"k dx
0 k=0 0
n—1 )
:%Hf(l) + kZOf( )(Z)I(n k) avec I(n, k) —bf k(1= x)" K dx
Or d’apres la question précédente on a :
1@%)=%;§%m—nk+n

_(n—k)xn—k—l
C k+1 k+2

In—2k+2)

en réitérant le procédé

(n k)'k'

1(k,n)
1
0 k
Ainsi on obtient :
1 . )
[ =y (8o -y s (4
¢)Ona: ’ fe=0 k=0
1 1
lim [ B,(f)(x)dx = | f(t)d
nlrfooof x)dx Of t)dt
Orona:
1 - .
[ B =—="r(£)
On en déduit donc que : 0 fe=0
n—>+oon.|_ Z () jf(t)dt
d)Ona:
n-1

n
1 (k)_ 1
n+1 fn T n+1
k=0

Or d’apres les sommes de Riemann on sait que :
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1 n-1 1

()~ | rod

n

k=0 0
Deplusona:
1
?f(l) -0
On en déduit donc que :
nl—l>IPoo n+1 Z ff(t)dt

|Pr0bleme 3: Interversmn de llmltes|

Dans tout ce probléme on pose :

400
1
vk eNk>2,(k) = ZF

Le but de ce probléme est de démontrer la convergence de la série suivante :

Y -1

k=2
Nous allons méme en déterminer sa valeur. Pour se faire nous allons intervertir deux sommes infinies. Cependant il

faut faire trés attention car si I’on peut toujours intervertir deux sommes finies, on ne peut pas toujours le faire avec
des sommes infinies. C’est ce que 1’on appelle en mathématiques les problémes d’interversion (de sommes, de
limites, de sommes et d’intégrales...).

Partie A : Interversion de limites
1) On pose :

1 1
v(n,m) € (N*)?,u(n,m) = ll - + EJ ou | x| désigne la partie entiére de x
a) Déterminer :

u(2,3) et u(3,2)
b) Démontrer que :

n—+o0 m—-+oo

lim llm u(n,m)=1
m-+oo n->+

Ainsi on ne peut pas toujours intervertir deux limites. C’ est la méme chose pour les sommes infinies.
2) On pose :

{ lim lim u(n,m)=0

1sij=i
V(@) ENZa; j={-1sij=i—1
0 sinon
a) Montrer que :
+00
@ = {1 sit=0
AR 0 sinon
j=0
b) En déduire la valeur de :
+00 +00
2.2,
i=0 j=0
c¢) Démontrer que :
+00 +00 +00 +0o
%% ), )
i=0 j=0 Jj=01i=0

Partie B : Aucun probléme pour nous ici !
Dans cette partie nous souhaitons montrer que :
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+00 +00

DESNE

=2n=2
1) a) Rappeler pourquoi le nombre ¢ (k) — 1 existe.

b) A I’aide d’une comparaison série-intégrale, démontrer que :

¢) En déduire que la série suivante est convergente :

Y-

k=2
2) On pose :
+0oo 1
vn = 2,u, = s
k=0
a) Démontrer que :
1
vn=2,u,=——=
" Un nn—1)

b) En déduire que (Zu,,) est convergente et calculer sa valeur.

Ainsi il existe deux nombres £ et £’ réels positifs tels que :
+00 400 +o00 +o00

NI

n=2 k=
3) On pose :

N
1
E —; (car la somme est finie)
n
=2

e—vN=i Zw - Zw Q) 1)

k=2n=N+1 k=N+1

S
I
[\
b
1l
N
b
L
N
S

a) Montrer que :

b) Montrer que :

Jim Z @) —1) =0

“ kNt
¢) Montrer que :

N 4o 40 N
1 1
D 2 w2 D
k=2n=N+1 n=N+1k=2
d) En déduire que £ = ¢' = 1.
Partie A : Interversion de limites
1) a)Ona:
(23)-[1 1+1J—O
e =173 7
(32)—[1 1+1J—1
W)= 1173757
b)Ona:

vmeN ,vn>muimn)=1= llmu(m n) = 1donc 11111 ll!'_n u(n,m) =1
m—+o0o n—+oo

De méme on a :
vne N, vm>nu(mn)=0= llmu(m n) = 0 donc llm lim u(n,m) =0

+0o0 m—>+o
2) a)Ona:
+o00 +00
Zaolj = ao‘o +Za0'j == 1
—
j=0 j=1

=0
Demémeona:



+00 i-2 +00
Vi>1, aj= al-,]-+a”_1+a”+1+2a”— 1+1=0
(-7
j=0 j=0 =0 Jj=i+2 =0
b) On a donc :
+00 +00
XA
i=0 j=0
c¢) Demémeona:
+00 j-1 +00

i=0 i=0 =0 j=i+2 =0
On a donc :
+00 +00
j=01i=0
Ainsiona :
+00 +00 +00 +00
j=0i=0 i=0 j=0

Partie B : Aucun probléme pour nous ici !

1) a) C’est le critére de Riemann car k > 2. Donc :

1
(Z F) converge

k=1
Ainsi {(k) — 1 existe.
b) On sait que :
1
Vk>2,t— i est décroissante
On en déduit donc que :

1 1
vk > 2,VN = 2,vn € [2;N],— < ft—kdt

kS
n-1
Ainsiona:
N N N n
SigeSkeded [
nk 2k nk — 2k t
k=2 k=3 n=3n-1
Orona:

¢) On sait que :

1 1
( —k> converge car €l —-11]
k=

N

De plus on sait que :

1 1 1
Vk > 2'2k‘1(k D < k-1 et <;F> converge

(Z (k) — 1)> converge

k=2

Ainsiona:

2) a)Ona:
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e 2 +Z1 §1 11 1 1
=5t = k nk n_1_1 n nn-1)
k=2 k=0 o

n
b)Ona:
! ! t(zl) d'apresle critére de R
Y e — ) converge d'apreésle critére de Riemann
Ainsiona:
(Zu,) est convergente
Deplusona:
N N N
YN €N >ZZ 1 Zn—(n—l) Z( 1 1) 1 1 .
_— = —_— —_ ) = —_——
=4 nn-—1) nn—1) n—-1 n N
n=2 n=2 n=2
Ainsiona:
+00
et
nn-1)
n=2
3) a)Ona:
+0o +00 N N
1 1
NS
k=2n=2 k=2n=2
N +o N N +o00  +o00
1 1 1
DD n
k=2n=2 k=2n=2 k=N+1n=2
N + 00 +oo0  +oo
1 1
IS IDN:
k=2n=N+1 k=N+1n=2
N +00 1 +00
=> D == > Q-1
k=2 n=N+1 k=N+1
b) On sait que :
<Z (¢k) — 1)) converge
k=2
Ainsi la série des restes partielles convergent vers 0 :
Jim > Q-1 =0
k=N+1
c) On a:
Ko LA S
z Z X z 1(1—1>Too z i K1—1>Tooz z X (car la premiére somme est finie)
=2n=N+1 n=N+1 k=2n=N+1
+00 N
>
nk
n=N+1k=2
d) On a alors :
> Z L) we
n=N+1k= n=N+1
Car la série (Zu,,) converge donc la série des restes partielles tend vers 0.
Ainsiona:
f—vy—0
On en déduit donc que :
llgln vy =74
De méme pour les mémes raisons on montre que :
vy >t

On en déduit donc que :
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=4
Or on a démontré précédemment que :
=1
On a donc :
+00 400 +00 +00
1 1 1
nk nk

=
U
N
S
U
N
S
U
N
=
U
N



