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(Chapitre I : Inégalité dans R|

I) Quelques propriétés de I’ensemble des réels

a) Une relation d’ordre

Propriété I.a.1 : R est muni d’une relation de comparaison < qui est dite relation d’ordre total, c’est-a-dire qu’elle
posséde les propriétés suivantes :

(1) Réflexivité : VX € R,x < X

(2) Antisymétrique : V(x,y) ER%, (x <yety<x) = y=x

(3) Transitivité : V(x,y,z) ER3 (x <yety<z) =>x <z

(4) Elle est totale : V(x,y) € R, x <youy < X

Propriété 1.a.2 (Compatibilité avec + et x) : Soient a,b,c,d € R:

(1)a<béquivautaa+c<b+c (2)Sia<betc<d,alorsa+c<b+d

(3) Pourtout ¢ < 0, a < b équivaut a ac > bc (4) Pourtout ¢ > 0, a < b équivaut a ac < bc

(5)Si0<a<bet0<c<d,alorsac < bd (6) Si (a,b) € (R*™)?, ou (a,b) € (R™)? tels que a < b, alors
1 1

a b

Remarque : 11 ne faut SURTOUT pas confondre :
_ Résoudre une inéquation
_ Démontrer une inégalité

Application La.3 : Résoudre I’inéquation suivante sur R:
x+2

x—3

<4

Application 1.a.4 : Démontrer que :
Vx=>0,ln(1+x) <x
Application La.5 : Démontrer que : V(a, b) € R%,a? + b? > 2ab

Remarque : Si I’on doit démontrer une inégalité sur I’ensemble des entiers N, on peut utiliser une récurrence.

Application L.a.5 : Démontrer que :
Vg=0,vneN,(1+q)"=>1+nqg

b) Intervalle de R

Définition (intervalle de R) : On dit que I est un intervalle de R si et seulement si :
> I=[a;b]={x€R;a<x<b}(ab)€R?
» [a;b[={x € R;a <x < b},(a;b) € RX (RU{—00;+x})
» Ja;bl={xeR;a<x<b},(a;b) € (RU{—o;+}) X R

> Ja;b[={x € R;a < x < b},(a;b) € (RU {—o0; +0})?2

Exemple Lb.1:1=[2;5]; ] =] — ;9]

ATTENTION : Une réunion disjointe d’intervalles de R n’est pas un intervalle de R.

Propriété I.b.2 (Caractérisation des intervalles de R) : On a I’équivalence suivante :
Iest un intervalle de R © V (x4;X,) €12, [x;%,] 1

Remarque : Les intervalles de R sont dits « sans trou ». En particulier R* n’est pas un intervalle de R.
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¢) Fonctions croissantes ou décroissantes

Définition : Soit [ un intervalle de R et /: [— R une fonction. On dit que :
> festcroissante sur I & (V(x;x,) € I? tel que x; < x5,= f(x1) < f(x3))
>  festdécroissante sur I & (V(xy;x,) € 12 tel que x; < x5, = f(x1) = f(x3))
R - ]l§

X —

Application IL.c.1 : Déterminer les variations de : g:{
x2+1

Remarque : On peut utiliser la monotonie d’une fonction pour démontrer des inégalités ou résoudre des inéquations.
Application I.c.2 : Résoudre I’inéquation suivante dans R: x —1 <+x+ 2

Définition (Monotonie) : Si une fonction est croissante ou décroissante sur un intervalle I, on dit que f est monotone
(strictement si elle est strictement croissante ou décroissante).

II) La valeur absolue

y=ua

a) Définition y=-—x

Définition (fonction valeur absolue) : Soit x un réel. On
appelle valeur absolue de x le nombre réel positif, noté |x| tel
que :
x| = { xsix=0 :
—xsix <0 '

Remarque : Cette définition est une restriction a R de la
définition du module sur C.

Exemple I.a.1 : Résoudre: |x — 3| < 4
Application IL.a.2 : Résoudre I’inéquation suivante : |x + 1| + |x + 7| < 10

Application Il.a.3 : Ecrire la double inégalité suivante sous forme d’une seule inégalité¢ : a < x < b.

Propriété 11.a.4 (Inégalité triangulaire sur R) :
V(x,x') € R?, ||x| - |x’|| < x4+ x| < x| + x|

Application Il.a.5 : Démontrer que pour tout n —uplet de nombres réels, la valeur absolue de leur somme est toujours
plus petite que la somme de leur valeur absolue.

b) Majorant et minorant

Dans toute cette partie, A désigne une partie de R (A € ?(]R{)).
Définition (Majorant) : Soit M un réel. On dit que M est un majorant de A si et seulementsi: Vx €A, x < M

Définition (Minorant) : On dit que m est un minorant de A si et seulementsi:Vx € A, x > m

Remarque : Lorsque A est a la fois minorée et majorée, on dit que A est bornée.

Propriété/Définition IL.b.1 : S’il existe un majorant M de A appartenant a A, on dit que M est le maximum de A et ce
dernier est unique.
S’il existe un minorant m de A appartenant a A, on dit que m est le minimum de A et ce dernier est unique.

Exemple IL.b.2 : Déterminer dans les exemples suivants si les parties A de R sont majorées, minorées, bornées, et
donner le cas échéant un exemple de majorant, minorant, maximum et minimum.

1
A=]R*+;B=[0;1[;C=Z,D={E;nEN*}




