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Correction n°1

[Exercice 1 : Une petite étude de fonctions|

Dans tout cet exercice on pose :

FX e T
1) Déterminer I’ensemble de définition de f.
2) Démontrer que f est impaire.
3) a) Déterminer la limite de f en +co.

b) En déduire celle de f en —oo.
4) a) Démontrer que f réalise une bijection de R dans un ensemble a déterminer.
b) En déduire que f réalise une bijection de R dans un ensemble a déterminer.
5) Déterminer la bijection réciproque f ! de f (on pourra la définir par morceaux)
6) Démontrer que Cr et Cp-1 ont une seule tangente commune.
1) On sait que x + |x| est définie sur R et de plus :
Vx€ER,|x| =0
Ainsiona:
VxeR,1+|x|#0
2) Ona:
—-Xx x
VXERSCD) =TT T W
3) a)Ona:
x 1
Vx>0,f(x)—14_%—1-'_l
X
Orona:
1
lim —=0
X—>+00 X

Ainsi on a par quotient :

lim f(x)=1

x—>+ 00
b) On sait que f est impaire donc :

lim f(x) =~ lim f(x) = -1

xX—>—00
4) a) On va étudier les variations de f sur [0; +o[.On a :
Vx=>0,f(x) =
fe) =1~
Ainsiona: Ainsiona:
1+x—x 1

Vx>0, f'(x) = 0

A+02 (A0

Donc Vx € [0; +oo[, f'(x) > 0 donc f est croissante sur [0; 4oo].

Ainsiona:
r |0 40
f(z) +
1
0
On résume :

f continue sur [0; +oo[
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e f strictement croissante sur [0; +oo[
f(0)=0
lim f(x)=1

x—+o00
Ainsi d’apres le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de [0; +oo[ dans [0; 1[.
b)Ona:
Vi, ) E(R)Lx<y<0=0<-y<—x=0< f(—y) < f(—x) car f croissante sur [0; +oo[
=0<-f=s—fO)=>f<f=<0
Ainsi f est croissante sur R™ (ce qui était immédiat par imparité, je viens de le démontrer ici).
On en déduit donc que :
e f continue sur R
e f strictement croissante sur R
lim f(x)=1
x—+00
Ainsi d’apres le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de R dans | — 1; 1].
5) Soit y € [0; 1[. On va chercher a résoudre f(x) = y.

Ona:
f(x) = y donne iz 7 (car y € [0; 1] donc x = 0 d'apresla question précédente)
On a de plus :
X
= = € [0;1 1-
T~ y =X 1_y(cary [0; 1[ donc y #0)

Demémesiy €] —1;0] ona:

=ydonnex=L

f(x)=ydonne1_x T+y

Ainsiona:
( 1-L1[->R

[y <0
f‘1: = 1+ySly
sinon

On peut écrire cela :

4t 1y — Y
vy el - 1AL ) = o
6) Pour que deux tangentes soient communes, une condition nécessaire est qu’elle est méme coefficient
directeur.
Regardons sur ]0; 4oo.
Ona:
X
Vx >0, f(x) =Ttx doncVx >0, f'(x) —m
De méme,

vx €]0;1[, f 1 (x) = 1xTx donc Vx €]0; 1[, (f "1)'(x) =
Ona: Va>0etb €]0;1]:

(1-x)?

L1 . 1
F@=agra<1<a-ne

Regardons a présent si C; admet une tangente commune avec Cp-1 pour f “Lsur]—1;0[.

Ona:
v €] = 10L 00 = o done Y00 = i
Orona:

1

Donc Cr et C¢-1 n’ont pas de tangente commune pour tous les points de Cr d’abscisses positives.
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Par parité de f', Cy et Cs-1 n’ont pas de tangente commune pour pour tous les points de Cy, excepté peut étre le point
d’abscisse 0.

EnOona:

X
x)— f(0
x—07t x—0 x-0t X

Demémeona:

X
'ng(O)z limuzl

xll)O_ X — x-0t X
Ainsi f est dérivable en 0 et f'(0) =1

On fait de méme pour f~1 et on obtient :

FH'O=1
Ainsiona:
(Toyf):y =x
De méme :
(To‘f—1):y =x

Donc les courbes ont une seule tangente commune.

|Exercice 2 : Une moyenne arithmétique et une moyenne géométrique|

Soient n un entier naturel non nul et a4, ..., a, n réels strictement positifs. Le but de ce probléme est de
démontrer que :

(W)n =>a X..Xa,
1) Démontrer que I’inégalité est vraie pourn = 2 :
V(a,b) € RZ,(al b a2)2 > a,a,
2) Démontrer que :
(wy >a; X..Xa, ©In (M> > %(ln(al) + -+ 1n(a,))

Ainsi nous allons tenter de démontrer dans la suite de ’exercice 1’inégalité précédente.
Pour ce faire nous allons faire plus fort. Soit n un entier naturel non nul. On pose la proposition P (n) :

P(n) = "Pour tout a4, ..., a,, réels strictement positifs, pour tout A4, ..., A, réels positifs tels que 1; + -+ + A, = 1,
ona In(iay + -+ A,a,) = A4 In(ay) + -+ A, In(a,) "

3) Déterminer pour quelle valeur de n et quelle valeur pour A;,i € {1, ...,n} la question 1) est un cas particulier
d’un certain P (n).

4) Soient a > 0 et A € [0;1]. On pose :
farx»In(Ax+ (1 —A)a) —AIn(x) — (1 — 1) In(a)
a) Déterminer I’ensemble de définition de f,,.
b) En étudiant les variations de f,, démontrer que :
Vx> 0,f,(x) =0

¢) En déduire que P (2) est vraie.
5) On suppose dans cette question que P(n) est vraie pour un certain n entier naturel. On souhaite démontrer que
P(n + 1) reste vraie.

a) Démontrer que si A,,1 = 1, P(n + 1) reste vraie.

b) Si 4,41 # 1, démontrer que :

n

a + -+ —
! 1-2n41

In(Aya; + -+ Apan + Apy1Gn41) = (1= Apeq) In ( an) + A1 In(ans1)

_
1= 2n41
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¢) En déduire que P(n + 1) reste vraie pour toutn > 1.
d) En déduire que : Vn € N*, P(n) est vraie.
6) En déduire que :
a+--+a
v(ay, ., a,) € (0; +eoD", (%
Remarque : On dit que la moyenne arithmétique de n nombres strictement positifs :

a+--+a
An= 1 n

n
) =>ay X ..Xay

n
Est toujours supérieure a sa moyenne géométrique :

1
G = (a1 X .. X ay)n
7 Voici une application de 1’inégalité précédente.
Démontrer que :

1 1 1
Pour tout a, b, c réels strictement positifs tel que a + b + ¢ = 1,alors (1 + E) (1 + E) (1 + E) > 64

(Remarque : On pourra mettre au méme dénominateur et utiliser le faitque a + b +c = 1)

1) On peut calculer I’écart :
v( b)e[R2<a+b>2 b_a2+b2+2ab—4ab_(a—b)2>0
a, \— ab = 1 = 2 >
Ainsi I’égalité est démontrée.
2) On utilise le fait que la fonction In est croissante sur ]0; +o0o[ puis les propriétés du In :
a, + -+ ay\" a; + -+ ap\"
v(ay, ...,a,) € (]0; +o™, (T) >a; X..Xa, <In (f) >1In(a; X ... X ay)
a+-+a
< nin (%) > In(ay) + -+ + In(a,)
a;+--+a 1
s In <;> >—(In(aq) + -+ 1n(a,))
n n
3) Pourn=2et21212:%0na:

Al+/12:1

Ainsiona:

2 a, +a,

v(a, a;) € (RY)?, (%) ) > %ln(al) + %ln(az)

On retrouve donc bien un cas particulier de la propriété a démontrer pourn =2 etd; =1, =0,5>0
4) a) On veut :

> a0, & ln(

A+ (1 —-ADa>0etx>0

Ainsiona:
x > _ acarA>0etx >0
OrA€[0;1]doncA—1<0.
Ainsiona:
Dy = ]0; +oo]
b)Ona:
A A X —a
Vx>0, f'(x)= —=Ax1-2)

Ax+(1—l)a_x Ax+ (1 —-Aa

On a donc le tableau suivant :
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r |0 a 400
Fa)| = § +

/ \0/

f(a) =In(a) —In(a) =0

Deplusona:

Ainsi on en déduit que :
Vx>0,f(x) =0
On en déduit donc que :
VA€ [0;1],In(Ax+ (1 —A)a) = AIn(x) + (1 — 1) In(a)
5) a)Ona:
A1 =1=Vie[L;n],4; =0

Ainsiona:

In(A1a; + -+ + Ay + Ang1ane1) = In(any )

> In(anyq)

=M ln(al) ot Ay ln(an) + An+1 ln(an+1)

Ainsi P(n + 1) est vraie. C’est immédiat.
b) A présentsid,,; # 1.0Ona:

n

In(A1a1 + -+ Apan + Apgran1) = In| (1= 2544) ( a; + -+ Wan) + An+1an+1
n+1

1
1- An+1

:An

= ln((l — Any1)An + An+1an+1)
<(1-2,41)In(4,) + 441 In(a, 1) (d'apresla question 4)
Ainsiona:

n

al + e+ —
1-2n1

In(A1ay + -+ Anan + An+1an+1) <(1- An+1) In (1_—;1 an) + Ans1 ln(an+1)
n+

c) Il suffit d’utiliser I’hypothese :

A A A A
In (_1a1 +ot———a ) <———In(a) + -+ ———In(a,)
1= 2n41 1-

1- An+1 " An+1 1- An+1
Ainsiona:
A
IN(Aa3 + -+ dn@y + Appr@pgr) < ———1n(a) + -+ ——=—1In(ay) + Apsq In(@n41)
1- An+1 1- An+1

Donc P(n + 1) reste vraie.
d) On a initialisé pour n = 2 mais en fait P (1) est vraie (c’est immédiat).
De plus on a montré que I’hypothése était héréditaire. Donc d’apreés le principe de récurrence, P(n) est vraie pour
tout n € N*.
6) I1 suffit d’application la proposition précédente. En effet on pose :

1
vneN; Vie [1;n],4; = o
On a alors :
vie[1;n],A; >0et Ay +-+4,=1
On a alors en appliquant la proposition :

(a1 + -+ an)
n

1 1
v(ay,...,a,) € (]0; +D™, In > Eln(al) + -+ Eln(an)

Ainsi d’aprés la question 2) on en déduit que :

v(ay, ..., a) € (]0; +oo)", (M

n
>aqX..Xa
n ) 1 n

7) Ona:
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1 1 1 a+b+c a+b+c a+b+c
(1+-)(1+-)(1+_)=(1+—)<1+ )<1+ )
a b c a b c
_(2a+b+c)(2b+a+c)(2c+b+a)

abc
Or d’apres la propriété précédente, comme a +b +c =1eta > 0,b > 0 et ¢ > 0 on peut appliquer la propriété

précédente :
2a+b+c\* 2b+a+c\* 2c+b+a\?
(—) > a’bc, (—) > ab?c, <—) > abc®
4 4 4
Ainsiona:
1 1 1
2a+b+c>4x%x(a’bc)4,2b+a+c>4x%(ab?c)s,2c+b+a=>4x (abc?)*
Ainsiona:
1
(Qa+b+c)2b+a+c)2c+b+a) S 43 (a*b*c*)2
abc - abc
Ainsiona:

O [

|Pr0bléme 1 : Les démos des croissances comparées|

Le but de ce probléme est de démontrer les théorémes de limite sur les croissances comparées : V (o, B) € ]0; +oo[? :

@ tim OE o (g Lim 2P In@)I* =0 (3) lim (exxﬁ) :

xX—+00 xﬁ

=+ (4) lim |x|f(e¥)*=0
X——00

Partie A : Démontrons le (1)
1) a) Démontrer que :
Vx =>12In(x) <x
b) En déduire que :
vx > 1,In(x) < Vx

¢) En déduire que :

lim In() =0
X—>+00 X
Dans la suite de cette partie on pose :
10; +oo[—> R
f: In(x)

X —>
X

2) a) Démontrer que :
[In(x)]% a\“ B
Y (@ ) €10 +ool, = (3) £ (x2)

b) Démontrer que :
B
Y (a,B) €10; +o[?, lim xa

X—+00

= 400
¢) En déduire que :

Y (a,f) €10; +ool2, lim n@]* _

—+00 xﬁ 0

Partie B : Les autres
1) Démontrer le 2) :
, B a —
xlirggr xP [In(x)| 0
(Indice : On pourra effectuer le changement de variable X = i)

2) On pose a présent :
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10; +o[-> R

T NG
xP

a) Déterminer la fonction hy g telle que :
Vx>0,9.p(x) = ehas()
b) Par composée de limite, déterminer :
(e
Jm —F
3) Avec un changement de variable judicieux, déterminer :

lim |x|B (e*)®
X——00

Partie A : Démontrons le (1)
1) On pose :
fix e 2In(x) — x sur [1; +oof
Ona:
2—x
X

Vx € [1;+oo[, f'(x) =§— 1=

Ainsi on a le tableau de variation suivant :

fo] — 0 +
A AN

Orf(2)=2In(2)—2=1In(4) -2
De plus on sait que :

e > 2 donc e? > 4 donc 2 > In(4) carInest croissante sur R**

Ainsiona:
f(2)>0
Ainsi on obtient :
Vx>1,2In(x) <x
b) On sait que :

Vx > 1,v/x > 1 (car x » /x est croissante)

Ainsiona:
2In(vVx) < Vx donconaln(x) < x
¢) On sait que :
Vx> 1,In(x) < Vx
Ainsicomme x > 1> 0,o0na:

In(x x
Vx =1, ) < \/—_
x X
On en déduit donc que :
nx) 1
Vx>1,0< <—=
x Vx
De plus on sait que :
1
ImE=0

On en déduit donc d’aprées le théoréme des gendarmes que :
lim f(x)=0
X—+00

3) Ona:




Page 8 sur11

oy ooy ((52) ey (B0) e pemey_pmeor
V (a,B) € ]0; +oof ,(—) f(xa) = <—) = (—) X = (—) X <_> =

B B B
B B <5 B (xg) B al  «x x
4) On sait que :
B B
lim xa = lim ea™™ = +oo (carﬁ > 0)
x—+00 x—+00 a
De plus on sait que :
_In(X)
Xl—anoo X 0
On en déduit donc par composée que :
B a
lim f <x5) =0
X—+00
On en déduit donc que :
[In(x)]“
m——;—=0
X—>+0o0 xﬁ
Partie B : Les autres
I)Ona:
1 a
ot [m(z)]
= lim —=—=—=0
x>+ xB X0+ 18
X
On en déduit donc que :
1 o
lim [ln ()_()] = lim XP(— In(X))* = 0 = lim Xf|In(X)|*
x-0+ 1B X-0+ X-0+
X
2) a) On sait que :
(e™)”
Vx >0,gqp5(x) = oF >0
On en déduit donc que :
vx > 0,In (gaﬁ(x)) =ax — BIn(x) = hyp(x)
b) On sait que :
lim (ax — B In(x)) = lim x|{a—p in(x) =400 x)a
xX—+00 X—+ X - lim (e ) = 400

. par composée X—+oo xB
lim eX =+
X—-+o00

3) On sait que :

lim |x|B(e*)® = lim |—X|”(e‘x)a = lim
xX——00 X—+0

Jim W = 0 (d'apres la question précédente)

|Probléme 2 : Un prolongement de foncti0n|

1
Dans cet exercice on souhaite montrer que la fonction : f:x — (x +Vx? + 1)" est définie sur R* et peut-étre
prolongé sur R par continuité en montrant que sa limite lorsque x tend vers 0 est finie.
On pourra remarquer pour la suite que :
1 Ny
flx) = exln(x+ x2+1)

Partie A : Ensemble de définition de f.

Dans toute la suite on pose : g:x = x +Vx2 +1
9] Démontrer que Dy = R
2) Démontrer que :
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VxER x++/x2+1>0
3) En déduire que la fonction f est définie sur R*.

Partie B : Une limite finie
On souhaite a présent déterminer :
1
lim (x +Vx?+ 1)x
x—0
1) Démontrer que f est paire.

Il nous suffit alors de déterminer :
1

lim (x ++/x% + 1)x

x—-0*t
2) a) Démontrer que :

2
X
Vx > 1,x—7sln(1+x) <x

b) Démontrer que :

Vx=>0,x+/x2+1>1

¢) En déduire que :

Vx2+1-1 1 Vxz+1-1
Vx>0—x+2— x2+1+2><—s—ln(x+ x2+1)51+—
x x x
3) a) Déterminer :
o Vx?+1-1
lim —
x—0 X
b) En déduire la valeur de :
LN
4) Démontrer que f est prolongeable par continuité sur R en posant f:0 - e

Partie A : Ensemble de définition de f
1) On sait que :
VX ERx*+12>21>0
Ainsiona:
x - \/x% + 1 estdéfinie sur R
On en déduit donc que g est définie sur R.
2) Ona:
Vx € R,x% +1>x?

Vx € R/x2 +1>/x2

On a donc :

Or on sait que :Vx? = |x| = —x
Ainsiona:

Vx ERAx2+1>—x
On a donc :

VXERx++/x2+1>0
3) On sait que In est définie sur ]0; 4+oo[, donc x - ln( x+Vx? + 1) est définie sur R.

De plus x » % est définie sur R*. On a donc f définie sur R*.

Partie B : Une limite finie
1) Ona:

Vx € R*,f(—x) _ e—%ln(—x+\/(—x)2+1)
Or on sait que :
Vx € R*, In (—x + /(=% + 1) =1In (—x +x2+ 1)
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x+Vx2+1
2
(\/x2+1 —xz)
n ——————————————————————————

=1n<(—x+x/ﬁ+1)(x+\/ﬁ+1)>

x+VxZ+1

1
" (x +VxZ + 1>
=—In (x + \/F + 1)
Ainsiona:
Vx € ]R{*,f(—x) — e—%ln(—x+\/(—7+1) — e%ln(x+\/ﬁ+1) — f(x)
2) a)
_ Démontrons que :
Vx>0,In(1+x)<x
On pose :
h:x »In(1+x)—x
h est dérivable sur RT et :
—X

1
Vx=>0,h(x)=—-1=

<0
1+ x 1+ x

Ainsi h est décroissante sur Rt et h(0) = 0.
On en déduit donc que :
Vx=0h(x) <0
On en déduit donc que :
Vx >0,In(1+x) <x

_ Montrons a présent que :
2

x
VxZO,ln(1+x)2x—7

On pose :
X2
hz:x|—>ln(1+x)—<x—7>
On a alors :
1 2
Vx >0, h; =———-1+x= >0
x 2(x) 1+x * 1+x
Deplusona:
h,(0) =0
On a donc :
Vx =0,h,(x) =0
On en déduit donc que :
2
x
VxZO,ln(1+x)2x—7
b) De la méme fagon on pose :
hyix »x++/x?+1
Ona:
Vx> 0,R4(x) = 1+ ———">0
x = 0,h5(x) =
’ Vx? +1
Donc hj est strictement croissante et :
On a donc :
Vx>0,x++x?+12>1
Ona:

XZ
VX 20X~ <In(l+X) <X

On pose :
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X=x++/x2+1-1
On a alors d’aprés les questions précédentes :
Vx=>0,x+/x24+1—-1=>0
On applique alors la double inégalité :

_(x+\/xZ+1—1)2
2

x+/x2+1-1

Sln(x+ x2+1)Sx+ x> +1-1
Ensuite on calcule :
(x+ x2+1—1)2=x2+1+x2+1+2x X2 +1-2x—2/x2+1
Ainsi on obtient :
x4z +1-1-x2—1—x/x2+1+x+ x2+1S1n(x+ x2+1)Sx+ x2+1-1

. o i 1
On obtient ainsi en multipliant par ~> 0:

/x2+1_1<ln(x+ x2+1)<1+ [x2 +1-1
p < P —

2—x—+x*2+1+2

X o X
3) a) On reconnait un taux de variation :
Vi+x2 -1 0
xli,%l+— =g'(0) = NS = 0 avec g:x » \x? + 1+ 1 dérivable en 0

b) D’apres la question précédente on en déduit que :
Vx?+1-1
. R _ : A
,}L%L(Z X —x +1) 1etxll)r£1+(1+ < ) 1
Ainsi on obtient d’aprés le théoréme des gendarmes on a :
1
lim ~In (x+ V22 +1) =1
x-0% X
4) On sait que :
limeX =e
X-1
Ainsi d’aprés la question précédente et par composition on a :
limf(x) =e
lim £(x)
Ensuite par parité on obtient :
lirgl_ fx)=e
X—

Ainsi en posant £(0) = e on peut prolonger f par continuité en posant f: 0 ~ e.

On obtient alors :



