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Correction n°1 

 

 

Exercice 1 : Une petite étude de fonctions 

 

Dans tout cet exercice on pose :  

𝑓: 𝑥 ↦
𝑥

1 + |𝑥|
 

1)  Déterminer l’ensemble de définition de 𝑓.  

2)  Démontrer que 𝑓 est impaire.  

3)  a) Déterminer la limite de 𝑓 en +∞.  

 b) En déduire celle de 𝑓 en −∞. 

4)  a) Démontrer que 𝑓 réalise une bijection de ℝ+ dans un ensemble à déterminer.  

 b) En déduire que 𝑓 réalise une bijection de ℝ dans un ensemble à déterminer.  

5)  Déterminer la bijection réciproque 𝑓−1 de 𝑓 (on pourra la définir par morceaux) 

6)  Démontrer que 𝒞𝑓 𝑒𝑡 𝒞𝑓−1 ont une seule tangente commune. 

 

1)  On sait que 𝑥 ↦ |𝑥| est définie sur ℝ et de plus :  

∀𝑥 ∈ ℝ, |𝑥| ≥ 0  
Ainsi on a :  

∀𝒙 ∈ ℝ,𝟏 + |𝒙| ≠ 𝟎 

2)  On a :  

∀𝒙 ∈ ℝ, 𝒇(−𝒙) =
−𝒙

𝟏 + |−𝒙|
= −

𝒙

𝟏 + |𝒙|
= −𝒇(𝒙) 

3)  a) On a :  

∀𝑥 > 0, 𝑓(𝑥) =
𝑥

1 + 𝑥
=

1

1 +
1
𝑥

 

Or on a :  

lim
𝑥→+∞

1

𝑥
=0 

Ainsi on a par quotient :  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝟏 

  b) On sait que 𝑓 est impaire donc :  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = − 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = −𝟏 

4)  a) On va étudier les variations de 𝑓 sur [0;+∞[. On a :  

∀𝑥 ≥ 0, 𝑓(𝑥) =
𝑥

1 + 𝑥
 

Ainsi on a : Ainsi on a :  

∀𝑥 ≥ 0, 𝑓′(𝑥) =
1 + 𝑥 − 𝑥

(1 + 𝑥)2
=

1

(1 + 𝑥)2
> 0 

Donc ∀𝑥 ∈ [0;+∞[, 𝑓′(𝑥) > 0 donc 𝑓 est croissante sur [0;+∞[. 
Ainsi on a :  

 
On résume :  

 𝑓 continue sur [0;+∞[ 
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 𝑓 strictement croissante sur [0;+∞[ 

 {
𝑓(0) = 0

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1 

Ainsi d’après le théorème de la bijection, 𝒇 réalise une bijection de [𝟎;+∞[ dans [𝟎; 𝟏[. 
 b) On a :  

∀(𝑥, 𝑦) ∈ (ℝ−)2, 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 0 ⟹ 0 ≤ −𝑦 ≤ −𝑥 ⟹ 0 ≤ 𝑓(−𝑦) ≤ 𝑓(−𝑥) 𝑐𝑎𝑟 𝑓 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 [0;+∞[ 

⟹ 0 ≤ −𝑓(𝑦) ≤ −𝑓(𝑥) ⟹ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑦) ≤ 0 

Ainsi 𝑓 est croissante sur ℝ− (ce qui était immédiat par imparité, je viens de le démontrer ici).  

On en déduit donc que :  

 𝑓 continue sur ℝ 

 𝑓 strictement croissante sur ℝ 

 {
lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −1

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1
 

Ainsi d’après le théorème de la bijection, 𝒇 réalise une bijection de ℝ dans ] − 𝟏; 𝟏[. 

5) Soit 𝑦 ∈ [0; 1[. On va chercher à résoudre 𝑓(𝑥) = 𝑦. 

On a :  

𝑓(𝑥) = 𝑦 𝑑𝑜𝑛𝑛𝑒
𝑥

1 + 𝑥
= 𝑦 (𝑐𝑎𝑟 𝑦 ∈ [0; 1[ 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑥 ≥ 0 𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠𝑙𝑎 𝑞𝑢𝑒𝑠𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑟é𝑐é𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒) 

On a de plus :  
𝑥

1 + 𝑥
= 𝑦 ⟹ 𝑥 =

𝑦

1 − 𝑦
 (𝑐𝑎𝑟 𝑦 ∈ [0; 1[ 𝑑𝑜𝑛𝑐 1 − 𝑦 ≠ 0) 

De même si 𝑦 ∈] − 1; 0] on a :  

𝑓(𝑥) = 𝑦 𝑑𝑜𝑛𝑛𝑒
𝑥

1 − 𝑥
= 𝑦 𝑑𝑜𝑛𝑛𝑒 𝑥 =

𝑦

1 + 𝑦
 

Ainsi on a :  

𝑓−1:

{
 
 

 
 

] − 1; 1[→ ℝ

𝑦 ↦ {

𝑦

1 + 𝑦
 𝑠𝑖 𝑦 ≤ 0

𝑦

1 − 𝑦
 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

 

On peut écrire cela :  

∀𝒚 ∈] − 𝟏; 𝟏[, 𝒇−𝟏(𝒚) =
𝒚

𝟏 − |𝒚|
 

6)  Pour que deux tangentes soient communes, une condition nécessaire est qu’elle est même coefficient 

directeur.  

Regardons sur ]0;+∞[.  
On a :  

∀𝑥 > 0, 𝑓(𝑥) =
𝑥

1 + 𝑥
 𝑑𝑜𝑛𝑐 ∀𝑥 > 0, 𝑓′(𝑥) =

1

(1 + 𝑥)2
 

De même,  

∀𝑥 ∈]0; 1[, 𝑓−1(𝑥) =
𝑥

1 − 𝑥
 𝑑𝑜𝑛𝑐 ∀𝑥 ∈]0; 1[, (𝑓−1)′(𝑥) =

1

(1 − 𝑥)2
 

On a :  ∀𝑎 > 0 𝑒𝑡 𝑏 ∈]0; 1[ :  

𝑓′(𝑎) =
1

(1 + 𝑎)2
< 1 <

1

(1 − 𝑏)2
 

Regardons à présent si 𝒞𝑓 admet une tangente commune avec 𝒞𝑓−1 pour 𝑓−1 sur ] − 1; 0[. 

On a :  

∀𝑥 ∈] − 1; 0[, 𝑓−1(𝑥) =
𝑥

1 + 𝑥
 𝑑𝑜𝑛𝑐 (𝑓−1)′(𝑥) =

1

(1 + 𝑥2)
 

Or on a :  

∀𝑎 > 0 𝑒𝑡 𝑏 ∈] − 1; 0[,
1

(1 + 𝑎)2
< 1 <

1

(1 + 𝑏)2
 

Donc 𝒞𝑓 𝑒𝑡 𝒞𝑓−1 n’ont pas de tangente commune pour tous les points de 𝒞𝑓 d’abscisses positives. 



Page 3 sur 11 
 
Par parité de 𝑓′, 𝒞𝑓 𝑒𝑡 𝒞𝑓−1 n’ont pas de tangente commune pour pour tous les points de 𝒞𝑓, excepté peut être le point 

d’abscisse 0. 

 

En 0 on a :  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟎)

𝒙 − 𝟎
= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒙
𝟏 + 𝒙
𝒙

= 𝟏 

De même on a :  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎−

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟎)

𝒙 − 𝟎
= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒙
𝟏 − 𝒙
𝒙

= 𝟏 

Ainsi 𝑓 est dérivable en 0 et 𝑓′(0) = 1 

On fait de même pour 𝑓−1 et on obtient :  

(𝑓−1)′(0) = 1 

Ainsi on a :  

(𝑇0,𝑓): 𝑦 = 𝑥 

De même :  

(𝑇0,𝑓−1): 𝑦 = 𝑥 

Donc les courbes ont une seule tangente commune. 

 

Exercice 2 : Une moyenne arithmétique et une moyenne géométrique 

 

 Soient 𝑛 un entier naturel non nul et 𝑎1, … , 𝑎𝑛 𝑛 réels strictement positifs. Le but de ce problème est de 

démontrer que :  

(
𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛

𝑛
)
𝑛

≥ 𝑎1 × …× 𝑎𝑛 

1)  Démontrer que l’inégalité est vraie pour 𝑛 = 2 : 

∀(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2, (
𝑎1 + 𝑎2
2

)
2

≥ 𝑎1𝑎2 

2)  Démontrer que :  

(
𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛

𝑛
)
𝑛

≥ 𝑎1 × …× 𝑎𝑛 ⟺ ln(
𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛

𝑛
) ≥

1

𝑛
(ln(𝑎1) + ⋯+ ln(𝑎𝑛)) 

 

Ainsi nous allons tenter de démontrer dans la suite de l’exercice l’inégalité précédente.  

Pour ce faire nous allons faire plus fort. Soit 𝑛 un entier naturel non nul. On pose la proposition 𝒫(𝑛) :  
 

𝒫(𝑛) = "𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑎1, … , 𝑎𝑛 réels strictement positifs, pour tout 𝜆1, … , 𝜆𝑛  réels positifs tels que 𝜆1 +⋯+ 𝜆𝑛 = 1, 

on a        𝑙𝑛(𝜆1𝑎1 +⋯+ 𝜆𝑛𝑎𝑛) ≥ 𝜆1 𝑙𝑛(𝑎1) + ⋯+ 𝜆𝑛 𝑙𝑛(𝑎𝑛) " 

 

3)  Déterminer pour quelle valeur de 𝑛 et quelle valeur pour 𝜆𝑖, 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛} la question 1) est un cas particulier 

d’un certain 𝒫(𝑛). 
 

4)  Soient 𝑎 > 0 𝑒𝑡 𝜆 ∈ [0; 1]. On pose :  

𝑓𝑎: 𝑥 ↦ ln(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑎) − 𝜆 ln(𝑥) − (1 − 𝜆) ln(𝑎) 
a) Déterminer l’ensemble de définition de 𝑓𝑎. 

 b) En étudiant les variations de 𝑓𝑎, démontrer que :  

∀𝑥 > 0, 𝑓𝑎(𝑥) ≥ 0 

 c) En déduire que 𝒫(2) est vraie. 

5)  On suppose dans cette question que 𝒫(𝑛) est vraie pour un certain 𝑛 entier naturel. On souhaite démontrer que 

𝒫(𝑛 + 1) reste vraie.  

 a) Démontrer que si 𝜆𝑛+1 = 1, 𝒫(𝑛 + 1) reste vraie.  

 b) Si 𝜆𝑛+1 ≠ 1, démontrer que :  

ln(𝜆1𝑎1 +⋯+ 𝜆𝑛𝑎𝑛 + 𝜆𝑛+1𝑎𝑛+1) ≥ (1 − 𝜆𝑛+1) ln (
𝜆1

1 − 𝜆𝑛+1
𝑎1 +⋯+

𝜆𝑛
1 − 𝜆𝑛+1

𝑎𝑛) + 𝜆𝑛+1 ln(𝑎𝑛+1) 
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 c) En déduire que 𝒫(𝑛 + 1) reste vraie pour tout 𝑛 ≥ 1. 

 d) En déduire que : ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝒫(𝑛) est vraie. 

6)  En déduire que :  

∀(𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∈ (]0; +∞[)
𝑛, (
𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛

𝑛
)
𝑛

≥ 𝑎1 × …× 𝑎𝑛 

Remarque : On dit que la moyenne arithmétique de 𝑛 nombres strictement positifs :  

𝐴𝑛 =
𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛

𝑛
 

Est toujours supérieure à sa moyenne géométrique :  

𝐺𝑛 = (𝑎1 ×…× 𝑎𝑛)
1
𝑛 

7)  Voici une application de l’inégalité précédente.  

Démontrer que :  

𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑎, 𝑏, 𝑐 𝑟é𝑒𝑙𝑠 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑓𝑠 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 (1 +
1

𝑎
) (1 +

1

𝑏
) (1 +

1

𝑐
) ≥ 64 

 

(Remarque : On pourra mettre au même dénominateur et utiliser le fait que 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1) 

 

1)  On peut calculer l’écart :  

∀(𝒂, 𝒃) ∈ ℝ𝟐, (
𝒂 + 𝒃

𝟐
)
𝟐

− 𝒂𝒃 =
𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 + 𝟐𝒂𝒃 − 𝟒𝒂𝒃

𝟒
=
(𝒂 − 𝒃)𝟐

𝟒
≥ 𝟎 

Ainsi l’égalité est démontrée. 

2)  On utilise le fait que la fonction 𝑙𝑛 est croissante sur ]0;+∞[  puis les propriétés du 𝑙𝑛 :  

∀(𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∈ (]0;+∞[)
𝑛, (
𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛

𝑛
)
𝑛

≥ 𝑎1 × …× 𝑎𝑛 ⟺ ln((
𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛

𝑛
)
𝑛

) ≥ ln(𝑎1 × …× 𝑎𝑛) 

⟺ 𝑛𝑙𝑛 (
𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛

𝑛
) ≥ ln(𝑎1) + ⋯+ ln(𝑎𝑛) 

⟺ 𝒍𝒏(
𝒂𝟏 +⋯+ 𝒂𝒏

𝒏
) ≥

𝟏

𝒏
(𝐥𝐧(𝒂𝟏) + ⋯+ 𝐥𝐧(𝒂𝒏)) 

 

3) Pour 𝒏 = 𝟐 et 𝝀𝟏 = 𝝀𝟐 =
𝟏

𝟐
 on a :  

𝜆1 + 𝜆2 = 1 

Ainsi on a :  

∀(𝑎1, 𝑎2) ∈ (ℝ
+)2, (

𝑎1 + 𝑎2
2

)
2

≥ 𝑎1𝑎2⟺ ln(
𝑎1 + 𝑎2
2

) ≥
1

2
ln(𝑎1) +

1

2
ln(𝑎2) 

On retrouve donc bien un cas particulier de la propriété à démontrer pour 𝑛 = 2 et 𝜆1 = 𝜆2 = 0,5 > 0 

4)  a) On veut :  

𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑎 > 0 𝑒𝑡 𝑥 > 0 

Ainsi on a :  

𝑥 >
𝜆 − 1

𝜆
𝑎 𝑐𝑎𝑟 𝜆 > 0 𝑒𝑡 𝑥 > 0 

Or 𝜆 ∈ [0; 1] 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝜆 − 1 ≤ 0.  

Ainsi on a :  

𝓓𝒇 = ]𝟎;+∞[ 

 b) On a :  

∀𝑥 > 0, 𝑓′(𝑥) =
𝜆

𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑎
−
𝜆

𝑥
= 𝜆 × (1 − 𝜆)

𝑥 − 𝑎

𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑎
  

On a donc le tableau suivant :  
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De plus on a :  

𝑓(𝑎) = ln(𝑎) − ln(𝑎) = 0 

Ainsi on en déduit que :  

∀𝑥 > 0, 𝑓(𝑥) ≥ 0 

On en déduit donc que :  

∀𝝀 ∈ [𝟎; 𝟏], 𝐥𝐧(𝝀𝒙 + (𝟏 − 𝝀)𝒂) ≥ 𝝀 𝐥𝐧(𝒙) + (𝟏 − 𝝀) 𝐥𝐧(𝒂) 
5)  a) On a :  

𝜆𝑛+1 = 1⟹ ∀𝑖 ∈ ⟦1; 𝑛⟧, 𝜆𝑖 = 0 

Ainsi on a :  

ln(𝜆1𝑎1 +⋯+ 𝜆𝑛𝑎𝑛 + 𝜆𝑛+1𝑎𝑛+1) = ln(𝑎𝑛+1) 

≥ ln(𝑎𝑛+1) 

≥ 𝜆1 𝑙𝑛(𝑎1) + ⋯+ 𝜆𝑛 𝑙𝑛(𝑎𝑛) + 𝜆𝑛+1 ln(𝑎𝑛+1) 
Ainsi 𝓟(𝒏 + 𝟏) est vraie. C’est immédiat.  

 b) A présent si 𝜆𝑛+1 ≠ 1. On a :  

ln(𝜆1𝑎1 +⋯+ 𝜆𝑛𝑎𝑛 + 𝜆𝑛+1𝑎𝑛+1) = ln

(

 
 
(1 − 𝜆𝑛+1) (

𝜆1
1 − 𝜆𝑛+1

𝑎1 +⋯+
𝜆𝑛

1 − 𝜆𝑛+1
𝑎𝑛)

⏟                      
=𝐴𝑛

+ 𝜆𝑛+1𝑎𝑛+1

)

 
 

 

= ln((1 − 𝜆𝑛+1)𝐴𝑛 + 𝜆𝑛+1𝑎𝑛+1) 

≤ (1 − 𝜆𝑛+1) ln(𝐴𝑛) + 𝜆𝑛+1 ln(𝑎𝑛+1) (𝑑
′𝑎𝑝𝑟è𝑠𝑙𝑎 𝑞𝑢𝑒𝑠𝑡𝑖𝑜𝑛 4) 

Ainsi on a :  

𝐥𝐧(𝝀𝟏𝒂𝟏 +⋯+ 𝝀𝒏𝒂𝒏 + 𝝀𝒏+𝟏𝒂𝒏+𝟏) ≤ (𝟏 − 𝝀𝒏+𝟏) 𝐥𝐧 (
𝝀𝟏

𝟏 − 𝝀𝒏+𝟏
𝒂𝟏 +⋯+

𝝀𝒏
𝟏 − 𝝀𝒏+𝟏

𝒂𝒏) + 𝝀𝒏+𝟏 𝐥𝐧(𝒂𝒏+𝟏)  

 c) Il suffit d’utiliser l’hypothèse :  

ln (
𝜆1

1 − 𝜆𝑛+1
𝑎1 +⋯+

𝜆𝑛
1 − 𝜆𝑛+1

𝑎𝑛) ≤
𝜆1

1 − 𝜆𝑛+1
ln(𝑎1) + ⋯+

𝜆𝑛
1 − 𝜆𝑛+1

ln(𝑎𝑛) 

Ainsi on a :  

ln(𝜆1𝑎1 +⋯+ 𝜆𝑛𝑎𝑛 + 𝜆𝑛+1𝑎𝑛+1) ≤
𝜆1

1 − 𝜆𝑛+1
ln(𝑎1) + ⋯+

𝜆𝑛
1 − 𝜆𝑛+1

ln(𝑎𝑛) + 𝜆𝑛+1 ln(𝑎𝑛+1)  

Donc 𝓟(𝒏 + 𝟏) reste vraie. 

 d) On a initialisé pour 𝑛 = 2 mais en fait 𝒫(1) est vraie (c’est immédiat).  

De plus on a montré que l’hypothèse était héréditaire. Donc d’après le principe de récurrence, 𝒫(𝑛) est vraie pour 

tout 𝑛 ∈ ℕ∗. 
6) Il suffit d’application la proposition précédente. En effet on pose : 

∀𝒏 ∈ ℕ; ∀𝒊 ∈ ⟦𝟏; 𝒏⟧, 𝝀𝒊 =
𝟏

𝒏
 

On a alors :  

∀𝑖 ∈ ⟦1; 𝑛⟧, 𝜆𝑖 > 0 𝑒𝑡 𝜆1 +⋯+ 𝜆𝑛 = 1 

On a alors en appliquant la proposition :  

∀(𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∈ (]0; +∞[)
𝑛, ln (

𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛
𝑛

) ≥
1

𝑛
ln(𝑎1) + ⋯+

1

𝑛
ln(𝑎𝑛) 

Ainsi d’après la question 2) on en déduit que :  

∀(𝒂𝟏, … , 𝒂𝒏) ∈ (]𝟎;+∞[)
𝒏, (
𝒂𝟏 +⋯+ 𝒂𝒏

𝒏
)
𝒏

≥ 𝒂𝟏 × …× 𝒂𝒏 

7)  On a :  
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(1 +
1

𝑎
) (1 +

1

𝑏
) (1 +

1

𝑐
) = (1 +

𝑎 + 𝑏 + 𝑐

𝑎
) (1 +

𝑎 + 𝑏 + 𝑐

𝑏
) (1 +

𝑎 + 𝑏 + 𝑐

𝑐
) 

=
(2𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(2𝑏 + 𝑎 + 𝑐)(2𝑐 + 𝑏 + 𝑎)

𝑎𝑏𝑐
 

Or d’après la propriété précédente, comme 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1 et 𝑎 > 0, 𝑏 > 0 𝑒𝑡 𝑐 > 0 on peut appliquer la propriété 

précédente :  

(
2𝑎 + 𝑏 + 𝑐

4
)
4

≥ 𝑎2𝑏𝑐, (
2𝑏 + 𝑎 + 𝑐

4
)
4

≥ 𝑎𝑏2𝑐, (
2𝑐 + 𝑏 + 𝑎

4
)
4

≥ 𝑎𝑏𝑐𝑐 

Ainsi on a :  

2𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ≥ 4 × (𝑎2𝑏𝑐)
1
4, 2𝑏 + 𝑎 + 𝑐 ≥ 4 × (𝑎𝑏2𝑐)

1
4, 2𝑐 + 𝑏 + 𝑎 ≥ 4 × (𝑎𝑏𝑐2)

1
4 

Ainsi on a :  

(2𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(2𝑏 + 𝑎 + 𝑐)(2𝑐 + 𝑏 + 𝑎)

𝑎𝑏𝑐
≥ 43

(𝑎4𝑏4𝑐4)
1
4

𝑎𝑏𝑐
 

Ainsi on a :  

(𝟏 +
𝟏

𝒂
) (𝟏 +

𝟏

𝒃
) (𝟏 +

𝟏

𝒄
) ≥ 𝟔𝟒 

 

Problème 1 : Les démos des croissances comparées 

 

Le but de ce problème est de démontrer les théorèmes de limite sur les croissances comparées : ∀ (α, β) ∈ ]0;+∞[2 ∶ 

(1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[𝑙𝑛(𝑥)]𝛼

𝑥𝛽
= 0     (2) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+
𝑥𝛽|ln(𝑥)|𝛼 = 0       (3) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

(𝑒𝑥)𝛼

𝑥𝛽
= +∞     (4)   𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
|𝑥|𝛽(𝑒𝑥)𝛼 = 0  

 

Partie A : Démontrons le (1) 

1)  a) Démontrer que :  

∀𝑥 ≥ 1,2 ln(𝑥) ≤ 𝑥  
 b) En déduire que :  

∀𝑥 ≥ 1, ln(𝑥) ≤ √𝑥 

 

 c) En déduire que :  

lim
𝑥→+∞

ln(𝑥)

𝑥
= 0 

Dans la suite de cette partie on pose :  

𝑓: {

]0; +∞[→ ℝ

𝑥 ⟼
𝑙𝑛(𝑥)

𝑥

 

2)  a) Démontrer que :  

∀ (𝛼, 𝛽) ∈ ]0;+∞[2,
[𝑙𝑛(𝑥)]𝛼

𝑥𝛽
= (

𝛼

𝛽
)
𝛼

𝑓 (𝑥
𝛽
𝛼)
𝛼

 

 b) Démontrer que :  

∀ (𝛼, 𝛽) ∈ ]0;+∞[2, lim
𝑥→+∞

𝑥
𝛽
𝛼 = +∞ 

c) En déduire que :  

∀ (𝛼, 𝛽) ∈ ]0;+∞[2, 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[𝑙𝑛(𝑥)]𝛼

𝑥𝛽
= 0 

 

Partie B : Les autres 

1)   Démontrer le 2) :  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑥𝛽|ln(𝑥)|𝛼 = 0 

(Indice : On pourra effectuer le changement de variable 𝑋 =
1

𝑥
) 

2)  On pose à présent :  
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𝑔𝛼,𝛽 ∶ {

]0;+∞[→ ℝ

𝑥 ⟼
(𝑒𝑥)𝛼

𝑥𝛽
 

a) Déterminer la fonction hα,β telle que : 

∀ 𝑥 > 0, 𝑔𝛼,𝛽(𝑥) = 𝑒
ℎ𝛼,𝛽(𝑥) 

b) Par composée de limite, déterminer :  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(𝑒𝑥)𝛼

𝑥𝛽
 

3)  Avec un changement de variable judicieux, déterminer :  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

|𝑥|𝛽(𝑒𝑥)𝛼  

 

 

Partie A : Démontrons le (1) 

1)  On pose :  

𝑓: 𝑥 ↦ 2 ln(𝑥) − 𝑥 𝑠𝑢𝑟 [1;+∞[ 
On a :  

∀𝑥 ∈ [1;+∞[, 𝑓′(𝑥) =
2

𝑥
− 1 =

2 − 𝑥

𝑥
 

Ainsi on a le tableau de variation suivant :  

 
Or 𝑓(2) = 2 ln(2) − 2 = ln(4) − 2 

De plus on sait que :  

𝑒 > 2 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑒2 > 4 𝑑𝑜𝑛𝑐 2 > ln(4)  𝑐𝑎𝑟 ln 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 ℝ+∗ 
Ainsi on a :  

𝑓(2) > 0 

Ainsi on obtient :  

∀𝒙 ≥ 𝟏, 𝟐 𝐥𝐧(𝒙) ≤ 𝒙 

 b) On sait que :  

∀𝑥 ≥ 1, √𝑥 ≥ 1 (𝑐𝑎𝑟 𝑥 ↦ √𝑥 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒) 
Ainsi on a :  

𝟐 𝐥𝐧(√𝒙) ≤ √𝒙 𝒅𝒐𝒏𝒄 𝒐𝒏 𝒂 𝐥𝐧(𝒙) ≤ √𝒙 

c) On sait que :  

∀𝑥 ≥ 1, ln(𝑥) ≤ √𝑥 

Ainsi comme 𝑥 ≥ 1 > 0, on a :  

∀𝑥 ≥ 1,
ln(𝑥)

𝑥
≤
√𝑥

𝑥
 

On en déduit donc que :  

∀𝒙 ≥ 𝟏, 𝟎 ≤
𝒍𝒏(𝒙)

𝒙
≤
𝟏

√𝒙
 

De plus on sait que :  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

1

√𝑥
= 0 

On en déduit donc d’après le théorème des gendarmes que :  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝟎 

3)  On a :  
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∀ (𝛼, 𝛽) ∈ ]0;+∞[2, (
𝛼

𝛽
)
𝛼

𝑓 (𝑥
𝛽
𝛼)
𝛼

= (
𝛼

𝛽
)
𝛼

(
𝑙𝑛 (𝑥

𝛽
𝛼)

𝑥
𝛽
𝛼

)

𝛼

= (
𝛼

𝛽
)
𝛼

×
(
𝛽
𝛼
𝑙𝑛(𝑥))

𝛼

(𝑥
𝛽
𝛼)
𝛼 = (

𝛼

𝛽
)
𝛼

× (
𝛽

𝛼
)
𝛼 𝑙𝑛(𝑥)𝛼

𝑥𝛽
 =
[𝒍𝒏(𝒙)]𝜶

𝒙𝜷
 

4)  On sait que :  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥
𝛽
𝛼 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
𝑒
𝛽
𝛼
𝑙𝑛(𝑥) = +∞ (𝑐𝑎𝑟

𝛽

𝛼
> 0) 

De plus on sait que :  

𝑙𝑖𝑚
𝑋→+∞

𝑙𝑛(𝑋)

𝑋
= 0  

On en déduit donc par composée que :  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓 (𝑥
𝛽
𝛼)
𝛼

= 0 

On en déduit donc que :  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞ 

[𝒍𝒏(𝒙)]𝜶

𝒙𝜷
= 𝟎 

 

Partie B : Les autres 

1) On a :  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[𝑙𝑛(𝑥)]𝛼

𝑥𝛽
= 𝑙𝑖𝑚
𝑋→0+

[𝑙𝑛 (
1
𝑋)]

𝛼

1
𝑋

𝛽
= 0 

On en déduit donc que :  

𝒍𝒊𝒎
𝑿→𝟎+

[𝒍𝒏 (
𝟏
𝑿
)]
𝜶

𝟏
𝑿

𝜷
= 𝒍𝒊𝒎
𝑿→𝟎+

𝑿𝜷(− 𝒍𝒏(𝑿))𝜶 = 𝟎 = 𝒍𝒊𝒎
𝑿→𝟎+

𝑿𝜷|𝒍𝒏(𝑿)|𝜶 

2) a) On sait que :  

∀𝑥 > 0, 𝑔𝛼,𝛽(𝑥) =  
(𝑒𝑥)𝛼

𝑥𝛽
> 0 

On en déduit donc que :  

∀𝒙 > 𝟎, 𝒍𝒏 (𝒈𝜶,𝜷(𝒙)) = 𝜶𝒙 − 𝜷 𝒍𝒏(𝒙) = 𝒉𝜶,𝜷(𝒙) 

b) On sait que :  

{
𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(𝛼𝑥 − 𝛽 𝑙𝑛(𝑥)) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥 (𝛼 − 𝛽
𝑙𝑛(𝑥)

𝑥
) = +∞

𝑙𝑖𝑚
𝑋→+∞

𝑒𝑋 = +∞

⟹
𝑝𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠é𝑒

𝒍𝒊𝒎
𝑿→+∞

(𝒆𝒙)𝜶

𝒙𝜷
= +∞ 

3) On sait que :  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

|𝒙|𝜷(𝒆𝒙)𝜶 = 𝒍𝒊𝒎
𝑿→+∞

|−𝑿|𝜷(𝒆−𝑿)
𝜶
= 𝒍𝒊𝒎
𝑿→+∞

𝑿𝜷

(𝒆𝑿)𝜶
= 𝟎 (𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 𝑙𝑎 𝑞𝑢𝑒𝑠𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑟é𝑐é𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒) 

 

 

Problème 2 : Un prolongement de fonction 

 Dans cet exercice on souhaite montrer que la fonction : 𝑓: 𝑥 ↦ (𝑥 + √𝑥2 + 1)
1

𝑥 est définie sur ℝ∗ et peut-être 

prolongé sur ℝ par continuité en montrant que sa limite lorsque 𝑥 tend vers 0 est finie. 

On pourra remarquer pour la suite que :  

𝑓(𝑥) = 𝑒
1
𝑥
ln(𝑥+√𝑥2+1)

 

 

Partie A : Ensemble de définition de 𝒇. 

 Dans toute la suite on pose : 𝑔: 𝑥 ↦ 𝑥 + √𝑥2 + 1 

1)  Démontrer que 𝒟𝑔 = ℝ 

2)  Démontrer que :  
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∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 + √𝑥2 + 1 > 0 

3)  En déduire que la fonction 𝑓 est définie sur ℝ∗. 
 

Partie B : Une limite finie 

 On souhaite à présent déterminer :  

lim
𝑥→0

(𝑥 + √𝑥2 + 1)

1
𝑥
 

1)  Démontrer que 𝑓 est paire.  

Il nous suffit alors de déterminer :  

lim
𝑥→0+

(𝑥 + √𝑥2 + 1)

1
𝑥
 

2)  a) Démontrer que :  

∀𝑥 ≥ 1, 𝑥 −
𝑥2

2
≤ ln(1 + 𝑥) ≤ 𝑥 

 b) Démontrer que :  

∀𝑥 ≥ 0, 𝑥 + √𝑥2 + 1 ≥ 1 

 c) En déduire que :  

∀𝑥 > 0,−𝑥 + 2 − √𝑥2 + 1 + 2 ×
√𝑥2 + 1 − 1

𝑥
≤
1

𝑥
ln (𝑥 + √𝑥2 + 1) ≤ 1 +

√𝑥2 + 1 − 1

𝑥
  

3)  a) Déterminer :  

lim
𝑥→0

√𝑥2 + 1 − 1

𝑥
 

 b) En déduire la valeur de :  

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) 

4)  Démontrer que 𝑓 est prolongeable par continuité sur ℝ en posant 𝑓: 0 ↦ 𝑒 

 

Partie A : Ensemble de définition de 𝒇 

1)  On sait que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑥2 + 1 ≥ 1 > 0 

Ainsi on a :  

𝒙 ↦ √𝒙𝟐 + 𝟏 𝒆𝒔𝒕 𝒅é𝒇𝒊𝒏𝒊𝒆 𝒔𝒖𝒓 ℝ 

On en déduit donc que 𝑔 est définie sur ℝ. 

2)  On a :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑥2 + 1 ≥ 𝑥2 

On a donc :  

∀𝑥 ∈ ℝ,√𝑥2 + 1 ≥ √𝑥2 

Or on sait que :√𝑥2 = |𝑥| ≥ −𝑥 

Ainsi on a :  

∀𝑥 ∈ ℝ,√𝑥2 + 1 ≥ −𝑥 

On a donc :  

∀𝒙 ∈ ℝ, 𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟏 > 𝟎 

3)  On sait que 𝑙𝑛 est définie sur ]0;+∞[, donc 𝑥 ↦ ln( 𝑥 + √𝑥2 + 1) est définie sur ℝ.  

De plus 𝑥 ↦
1

𝑥
 est définie sur ℝ∗. On a donc 𝑓 définie sur ℝ∗. 

 

Partie B : Une limite finie 

1)  On a :  

∀𝑥 ∈ ℝ∗, 𝑓(−𝑥) = 𝑒
−
1
𝑥
ln(−𝑥+√(−𝑥)2+1)

 

Or on sait que :  

∀𝑥 ∈ ℝ∗, ln (−𝑥 + √(−𝑥)2 + 1) = ln (−𝑥 + √𝑥2 + 1) 
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= ln (
(−𝑥 + √𝑥2 + 1)(𝑥 + √𝑥2 + 1)

𝑥 + √𝑥2 + 1
) 

= ln(
√𝑥2 + 1

2
− 𝑥2

𝑥 + √𝑥2 + 1
) 

= ln (
1

𝑥 + √𝑥2 + 1
) 

= − ln (𝑥 + √𝑥2 + 1) 

Ainsi on a :  

∀𝒙 ∈ ℝ∗, 𝒇(−𝒙) = 𝒆
−
𝟏
𝒙
𝐥𝐧(−𝒙+√(−𝒙)𝟐+𝟏)

= 𝒆
𝟏
𝒙
𝐥𝐧(𝒙+√𝒙𝟐+𝟏)

= 𝒇(𝒙) 
2)  a)  

_ Démontrons que :  

∀𝒙 ≥ 𝟎, 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙) ≤ 𝒙 

On pose :  

ℎ: 𝑥 ↦ ln(1 + 𝑥) − 𝑥 

ℎ est dérivable sur ℝ+ et :  

∀𝑥 ≥ 0, ℎ′(𝑥) =
1

1 + 𝑥
− 1 =

−𝑥

1 + 𝑥
≤ 0 

Ainsi ℎ est décroissante sur ℝ+ et ℎ(0) = 0.  

On en déduit donc que :  

∀𝑥 ≥ 0, ℎ(𝑥) ≤ 0 

On en déduit donc que :  

∀𝑥 ≥ 0, ln(1 + 𝑥) ≤ 𝑥 

_ Montrons à présent que :  

∀𝒙 ≥ 𝟎, 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙) ≥ 𝒙 −
𝒙𝟐

𝟐
 

On pose :  

ℎ2: 𝑥 ↦ ln(1 + 𝑥) − (𝑥 −
𝑥2

2
) 

On a alors :  

∀𝑥 ≥ 0, ℎ2
′ (𝑥) =

1

1 + 𝑥
− 1 + 𝑥 =

𝑥2

1 + 𝑥
≥ 0 

De plus on a :  

ℎ2(0) = 0 

On a donc :  

∀𝑥 ≥ 0, ℎ2(𝑥) ≥ 0 

On en déduit donc que :  

∀𝑥 ≥ 0, ln(1 + 𝑥) ≥ 𝑥 −
𝑥2

2
 

b) De la même façon on pose :  

ℎ3: 𝑥 ↦ 𝑥 + √𝑥2 + 1 

On a :  

∀𝑥 ≥ 0, ℎ3
′ (𝑥) = 1 +

𝑥

√𝑥2 + 1
> 0 

Donc ℎ3 est strictement croissante et :  

ℎ3(0) = 1 

On a donc :  

∀𝑥 ≥ 0, 𝑥 + √𝑥2 + 1 ≥ 1 

On a :  

∀𝑋 ≥ 0, 𝑋 −
𝑋2

2
≤ ln(1 + 𝑋) ≤ 𝑋  

On pose :  
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𝑋 = 𝑥 + √𝑥2 + 1 − 1 

On a alors d’après les questions précédentes :  

∀𝑥 ≥ 0, 𝑥 + √𝑥2 + 1 − 1 ≥ 0  
On applique alors la double inégalité :  

𝑥 + √𝑥2 + 1 − 1 −
(𝑥 + √𝑥2 + 1 − 1)

2

2
≤ ln (𝑥 + √𝑥2 + 1) ≤ 𝑥 +√𝑥2 + 1 − 1 

Ensuite on calcule :  

(𝑥 + √𝑥2 + 1 − 1)
2
= 𝑥2 + 1 + 𝑥2 + 1 + 2𝑥√𝑥2 + 1 − 2𝑥 − 2√𝑥2 + 1 

Ainsi on obtient :  

𝑥 + √𝑥2 + 1 − 1 − 𝑥2 − 1 − 𝑥√𝑥2 + 1 + 𝑥 + √𝑥2 + 1 ≤ ln (𝑥 + √𝑥2 + 1) ≤ 𝑥 + √𝑥2 + 1 − 1 

On obtient ainsi en multipliant par 
1

𝑥
> 0 :  

𝟐 − 𝒙 − √𝒙𝟐 + 𝟏 + 𝟐
√𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝟏

𝒙
≤
𝐥𝐧 (𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟏)

𝒙
≤ 𝟏 +

√𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝟏

𝒙
 

3)  a) On reconnait un taux de variation :  

lim
𝑥→0+

√1 + 𝑥2 − 1

𝑥
= 𝑔′(0) =

0

√02 + 1
= 0 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑔: 𝑥 ↦ √𝑥2 + 1 + 1 𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑒𝑛 0  

b) D’après la question précédente on en déduit que :  

lim
𝑥→0+

(2 − 𝑥 − √𝑥2 + 1) = 1 𝑒𝑡 lim
𝑥→0+

(1 +
√𝑥2 + 1 − 1

𝑥
) = 1 

Ainsi on obtient d’après le théorème des gendarmes on a :  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝟏

𝒙
𝐥𝐧(𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟏) = 𝟏 

4)  On sait que :  

lim
𝑋→1

𝑒𝑋 = 𝑒 

Ainsi d’après la question précédente et par composition on a :  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) = 𝒆 

Ensuite par parité on obtient :  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎−

𝒇(𝒙) = 𝒆 

On obtient alors :  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙) = 𝒆 

Ainsi en posant 𝒇̃(𝟎) = 𝒆 on peut prolonger 𝑓 par continuité en posant 𝑓: 0 ↦ 𝑒. 

 


