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Exer
i
e 1. Equations variées

Résoudre les équations ou inéquations suivantes d'in
onnue x ∈ R :

1.

x2 − 3x+ 2

−x2 + x+ 2
> 0

Le trin�me S(x) = x2 − 3x+ 2 a pour ra
ines 1 et 2 don
 on a :

S(x) = (x− 1)(x− 2).

Le trin�me U(x) = −x2 + x+ 2 a pour ra
ines −1 et 2 don
 on peut é
rire :

U(x) = −(x+ 1)(x− 2).

L'inéquation n'a de sens que si x /∈ {−1; 2}. Si 
'est bien le 
as, on peut simpli�er le numérateur et le

dénominateur par (x− 2) et obtenir :

−x− 1

x+ 1
> 0

On en déduit ( au moyen d'un tableau de signe par exemple ) que l'ensemble des solutions est : ]−1, 1[

2.

x4 − 8x2 − 9 = 0

On pose V (X) = X2 − 8X − 9. Ce trin�me a pour ra
ines −1 et 9.

Ainsi, les solutions de l'équation sont les x ∈ R tels que x2 = −1 ou x2 = 9. On en déduit qu'il y a

exa
tement deux solutions à l'équation : −3 et 3.

3.

2x4 − 9x3 + 14x2 − 9x+ 2 = 0

Cette dernière équation n'a pas pour solution 0, et pour x 6= 0, on peut tout diviser par x2
a�n d'obtenir :

2x2 − 9x+ 14− 9

x
+

2

x2
= 0

En posant u = x+ 1
x
, on a u2 = x2 + 1

x2 +2 don
 x2 + 1
x2 = u2 − 2. Ainsi, x est solution de l'équation si

et seulement si u véri�e :

2(u2 − 2)− 9u+ 14 = 0

2u2 − 9u+ 10 = 0

Les deux solutions de 
ette dernière équation sont u1 = 2 et u2 = 5
2 .

Il nous reste, dans 
ha
un des deux 
as, à résoudre l'équation x+ 1
x
= u, qui équivaut à :

x− u+
1

x
= 0

x2 − ux+ 1

x
= 0

x2 − ux+ 1 = 0

Pour u = 2, le dis
riminant ∆ est nul et l'unique solution est x = 1.

Pour u = 5
2 , on a deux solutions x = 2 ou x = 1

2 .

L'équation admet un ensemble de 3 solutions : { 1
2 , 1 , 2}.
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Exer
i
e 2. Valeur absolue

1. Résoudre les équations ou inéquations suivantes :

(a) |x− 4| = |x− 8|
On 
her
he un réel x qui est à égale distan
e de 4 et de 8 : il y a don
 une unique solution qui est 6,
au milieu entre les deux nombres.

(b) |x+ 2| < 3.

|x− (−2)| < 3.

L'ensemble des solutions est don
 
omposé des réels dont la distan
e à −2 est inférieure stri
tement

à 3 :

]−2− 3 ; −2 + 3[ = ]−5 ; 1[

(
) |x+ 1| = 4− |x− 3|.
On 
ommen
e par un tableau de signe des expressions dans les valeurs absolues :

x

x + 1

x − 3

−∞ −1 3 +∞

− 0 +

− 0 +

On distingue don
 trois 
as :

i. Si x ∈ ]−∞,−1], on résout :

−x− 1 = 4 + x− 3,

x = −1.

Il y a don
 une solution dans 
et intervalle : −1.

ii. Si x ∈ ]−1, 3], on résout :

x+ 1 = 4 + x− 3,

1 = 1.

Tous les nombres de l'intervalle ]−1, 3] sont don
 bien des solutions.

iii. Si x ∈ ]3,+∞[, on résout :

x+ 1 = 4− x+ 3,

2x = 6,

x = 3.

Il n'y a don
 pas de solution dans 
et intervalle.

Con
lusion : l'équation admet pour ensemble de solutions [−1, 3].

2. On 
onsidère la fon
tion g dé�nie pour tout x ∈ R par :

g(x) =
∣

∣x2 − |x+ 2|
∣

∣ .

Exprimer g(x) sans les valeurs absolues en distinguant plusieurs intervalles pour x.

On 
ommen
e par distinguer deux 
as selon le signe de x+ 2.

(a) Si x ≤ −2, x+ 2 ≤ 0 et l'on a |x+ 2| = −x− 2. La fon
tion a alors pour expression :

g(x) =
∣

∣x2 + x+ 2
∣

∣ .

Le 
al
ul du dis
riminant ∆ = −7 de 
e trin�me dans la valeur absolue nous indique qu'il est toujous

de signe positif don
 :

g(x) = x2 + x+ 2.
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(b) Si −2 < x, 0 < x+ 2 et l'on a |x+ 2| = x+ 2.

La fon
tion a alors pour expression :

g(x) =
∣

∣x2 − x− 2
∣

∣ .

Le trin�me dans la valeur absolue a deux ra
ines : −1 et 2. On en déduit son tableau de signe :

x

x2 − x− 2

−2 −1 2 +∞

+ 0 − 0 +

On distingue don
 en
ore trois sous-
as :

i. Si x ∈ ]−2,−1], on a don
 g(x) = x2 − x− 2.

ii. Si x ∈ ]−1, 2], on a don
 g(x) = −x2 + x+ 2.

iii. Si x ∈ ]−2,+∞[, on a don
 g(x) = x2 − x− 2.

Exer
i
e 3. Se
ond degré ave
 un paramètre

Pour m ∈ R, on pose :

fm(x) = x2 − (m+ 1)x+m.

1. Étude de f2 :

(a) Mettre f2(x) sous forme 
anonique, déterminer ainsi les 
oordonnées (α, β) du sommet de la parabole

Cf2 .

f2(x) = x2 − 3x+ 2

Or si l'on 
al
ule :

(

x− 3

2

)2

= x2 − 3x+
9

4
.

On en déduit :

f2(x) =

(

x− 3

2

)2

− 1

4

Le sommet de la parabole est don
 le point (32 ; − 1
4 ).

(b) Voi
i la 
ourbe Cf2 tra
ée dans un repère orthonormé :

0 1 2 3 4 5−1−2

1

2

3

4

5

6

7

8
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2. Résolution de l'équation paramétrique :

(E) x2 − (m+ 1)x+m = 0

(a) Pour m ∈ R, 
al
uler le dis
riminant ∆(m) du trin�me fm, et dresser le tableau de signe de 
e

dis
riminant en fon
tion de m.

∆(m) = (m+ 1)2 − 4m

∆(m) = m2 + 2m+ 1− 4m

∆(m) = m2 − 2m+ 1

∆(m) = (m− 1)2

Ce dis
riminant est don
 positif pour toute valeur de m, nul si et seulement si m = 1.

m

∆(m)

−∞ 1 +∞

+ 0 +

(b) Dis
uter, selon la valeur du paramètre m, le nombre de solutions de l'équation (E) 
i-dessus.

L'équation admet don
 une unique solution si m = 1, et admet deux solutions sinon.

Exer
i
e 4. Étude de fon
tion

On étudie la fon
tion g dé�nie par :

g(x) =
1

2
x+ ln

(

x− 1

3x− 4

)

.

1. Résoudre l'inéquation d'in
onnue x ∈ R \
{

4
3

}

:

x− 1

3x− 4
> 0.

x

x − 1

3x − 4

x−1
3x−4

−∞ 1 4
3 +∞

− 0 + +

− − 0 +

+ 0 − +

L'ensemble des solutions est don
 :

Dg = ]−∞, 1[ ∪ ]
4

3
,+∞[.

2. Pré
iser les limites de g : lim
x→−∞

g(x), lim
x→+∞

g(x), lim
x→1−

g(x), lim
x→ 4

3

+
g(x).

On a

x− 1

3x− 4
=

1− 1
x

3− 4
x

don
 lim
x→−∞

ln

(

x− 1

3x− 4

)

= lim
x→+∞

ln

(

1− 1
x

3− 4
x

)

= ln
(

1
3

)

.

On en déduit que lim
x→−∞

g(x) = −∞ et lim
x→+∞

g(x) = +∞.

On remarque que lim
x→1−

x− 1

3x− 4
= 0+ don
 lim

x→1−
ln

(

x− 1

3x− 4

)

= −∞, d'où lim
x→1−

g(x) = −∞.

En�n, lim
x→ 4

3

+

x− 1

3x− 4
= +∞ don
 lim

x→ 4
3

+
ln

(

x− 1

3x− 4

)

= +∞, et lim
x→ 4

3

+
g(x) = +∞.
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3. Justi�er que g est dérivable sur Dg, et que l'on a :

∀x ∈ Dg, g
′(x) =

3x2 − 7x+ 2

2(3x− 4)(x− 1)
.

g est dérivable 
ar la fon
tion x 7→ x−1
3x−4 est dérivable sur son domaine de dé�nition 
omme quotient de

fon
tions dérivables dont le dénominateur ne s'annule pas, et la fon
tion ln est dérivable sur R
∗

+.

On 
al
ule alors pour x ∈ Dg :

g′(x) =
1

2
+

3x−4−3(x−1)
(3x−4)2

x−1
3x−4

g′(x) =
1

2
+

−1
(3x−4)2

x−1
3x−4

g′(x) =
1

2
− 1

(x − 1)(3x− 4)

g′(x) =
(x − 1)(3x− 4)− 2

2(x− 1)(3x− 4)

g′(x) =
3x2 − 7x+ 2

2(3x− 4)(x− 1)
.

4. Pour x ∈ Dg, on a (3x−4)(x−1) > 0 don
 le signe de g′(x) est le même que 
elui de T (x) = 3x2−7x+2.
On 
al
ule le dis
riminant de 
e trin�me, ∆ = 25 puis ses deux ra
ines

1
3 et 2. Ainsi, 
e trin�me est de

signe négatif pour x ∈
[

1
3 , 2

]

, positif ailleurs.

On en déduit en�n le tableau de variations de g :

x

g(x)

−∞ 1
3 1 4

3 2 +∞

−∞−∞

1
6 + ln

(

2
3

)

1
6 + ln

(

2
3

)

−∞

+∞

− ln(2)− ln(2)

+∞+∞

Exer
i
e 5. Tangentes

1. Soit f : R∗ → R la fon
tion dé�nie par

f : x 7→ −x2 + 2x− 1

x
,

on note C sa 
ourbe représentative dans le plan.

(a) Déterminer les abs
isses des points de la 
ourbe Cf de f où la tangente est horizontale.

f est dé�nie et dérivable sur R
∗
, et l'on a si x ∈ R

∗
:

f ′(x) =
(−2x+ 2)x− (−x2 + 2x− 1)

x2

f ′(x) =
−x2 + 1

x2

La tangente à Cf est horizontale en les points où la dérivée s'annule, 
'est à dire pour x = −1 ou

x = 1.

(b) Existe t-il des points de la 
ourbe Cf où la tangente admet un 
oe�
ient dire
teur inférieur ou égal

à −2 ?

Cette question nous amène à résoudre l'inéquation d'in
onnue x ∈ R
∗
:

−x2 + 1

x2
≤ −2

⇔ −x2 + 1 ≤ −2x2

⇔ x2 + 1 ≤ 0

L'inéquation n'a pas de solution x dans R
∗
, don
 il n'existe au
un point où la tangente à Cf admet

un 
oe�
ient dire
teur inférieur ou égal à −2.
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(
) Déterminer les abs
isses des points de la 
ourbe Cf où la tangente est parallèle à la droite d'équation

y = − 2
3x− 5.

La tangente est parallèle à 
ette droite si et seulement si sa pente vaut − 2
3 , on est don
 amené à

résoudre :

−x2 + 1

x2
= −2

3

⇔ −x2 + 1 = −2

3
x2

⇔ x2 = 3

Il y a don
 deux telles abs
isses :

√
3 et −

√
3.

2. On note f et g les deux fon
tions dé�nies sur R par :

∀x ∈ R, f(x) = x2 + 1;

∀x ∈ R, g(x) = −x2 + 4x− 3.

On souhaite déterminer s'il existe une ou plusieurs tangentes 
ommunes à 
es deux 
ourbes.

(a) Donner l'équation de la tangente en le point d'abs
isse a ∈ R à la 
ourbe Cf .

y = f ′(a)x + f(a)− af ′(a)

y = 2ax+ a2 + 1− 2a2

y = 2ax− a2 + 1

(b) Donner l'équation de la tangente en le point d'abs
isse b ∈ R à la 
ourbe Cg.

y = g′(b)x+ g(b)− bg′(b)

y = (−2b+ 4)x− b2 + 4b− 3 + 2b2 − 4b

y = (−2b+ 4)x− 3 + b2

(
) Con
lure.

Les deux droites pré
édentes sont 
onfondues si et seulement si :

{

2a = −2b+ 4
−a2 + 1 = −3 + b2

{

a = −b+ 2
−(−b+ 2)2 + 1 = −3 + b2

La deuxième équation donne après rédu
tion −b2 + 4b = 0 i.e. b(−b+ 4) = 0.

On a don
 deux tangentes à la 
ourbe Cg, en les points d'abs
isses b = 0 et b = 4, qui sont aussi des
tangentes à Cf . Il s'agit des droites d'équations :

y = 4x− 3 et y = −4x+ 13
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