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Exercice 1. Equations

1. Equations et détermination des cosinus et sinus d’un angle.

(a) Résoudre dans R I’équation cos(4t) = 0 d’inconnue t.
(b) Résoudre dans R léquation 8z* — 8z + 1 = 0.

(c) En déduire les valeurs de cos (%) et cos (%”)

2. Equations trigonométriques.

Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € R :

cos (2:6 + z) = —ig (1)

6 5
cos(5z) = cos (%ﬁ _ x) )
sin (57” _ x) 4 cos (22) = 0 3)

Exercice 2. Fonctions trigonométriques réciproques

1. On note g la fonction définie par :
g:[-1,1] =R

g : x +— Arccosz + Arcsinz.

Etudier rapidement la fonction g et en déduire une transformation géométrique qui lie
la courbe de Arcsin et celle de Arccos.

2. On considére la fonction f définie par :

f(x) = Arcsin (1 _2:6 ) :

12

(a) Montrer que f est définie sur R, que f est dérivable sur | — 1, 1], calculer sa dérivée
f'(z) pour x €] — 1,1].
(b) Démontrer que :
Vo €] —1,1], f(z) = 2Arctanz.



Probléme

On souhaite déterminer toutes les fonctions f : Ry — R vérifiant les deux propriétés suivantes :

V(z,y) €RZ, flz+y) > f(x) + f(y) (on dit que f est sur-additive), (4)
V(z,y) € R, f(zy) = f(z)f(y) (on dit que f est multiplicative). (5)

1. Soit v un réel supérieur ou égal a 1.
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)
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Montrer que pour tout réel z >0, (14 z)* > 1+ z°.

En déduire que pour tout (z,y) € R2, (z + y)* > 2% + y*.
On considére la fonction f: R, — R définie par f(z) = z°.
Justifier que f est solution du probléme posé.

Quelles sont les fonctions constantes solutions du probléme étudié ?

Dans toute la suite du probléme, on considére une fonction f non constante qui est
solution de celui-ci.

Montrer que 1'on a alors f(0) =0 et f(1) = 1.

Prouver que Yz € R, ,Vn € N*, f (2™) = f(z)".

Prouver que Vz € R, f(z) # 0 et f (1) = L)
Prouver enfin que Vo € RY, f(z) € RY.

Montrer que f est croissante.

3. On considére encore dans ces derniéres questions une fonction f non constante qui est
solution du probléme.

(a)
(b)
(c)

(d)

Justifier que In(f(2)) est bien défini et que In(f(2)) > In(2).

Justifier : Vo > 0,3!q € Z tel que 29 < z < 29+,

Soit > 0 un réel et p un entier naturel.

On convient de noter g, I'unique entier tel que 2% < P < 2%T1,
i. Déterminer la limite du rapport lorsque p tend vers +o0.

ii. En observant I’encadrement f(2 )‘11’ < f(x)P < f(2)% T, justifier :

g _W(f(@) _g+1
p (/@) = p

In(f(x)) _ In(f(2)
In(z) In(2) °

iii. Si z # 1, en déduire que

On pose a = > 1. Justifier que :

(f (2))
In@2)

Ve e Ry, f(x) = .



