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Exer
i
e 1. Equations

1. Equations et détermination des 
osinus et sinus d'un angle.

(a) Résoudre dans R l'équation cos(4t) = 0.

Les solutions sont les t ∈ R tels que :

4t ≡ π

2
[π]

t ≡ π

8
[
π

4
]

(b) Résoudre dans R l'équation 8x4 − 8x2 + 1 = 0.

On 
onsidère le trin�me T (X) = 8X2 − 8X + 1, dont le dis
riminant vaut ∆ = 32 et les

deux ra
ines sont X1 =
2−

√
2

4 et X2 =
2+

√
2

4 .

L'équation à résoudre équivaut à T (x2) = 0, don
 les solutions sont les x ∈ R tels que

x2 = X1 ou x2 = X2. On a quatre solutions qui forment l'ensemble :







√

2−
√
2

4
; −

√

2−
√
2

4
;

√

2 +
√
2

4
; −

√

2 +
√
2

4







.

{√

2−
√
2

2
; −

√

2−
√
2

2
;

√

2 +
√
2

2
; −

√

2 +
√
2

2

}

.

(
) En déduire les valeurs de cos
(

π
8

)

et cos
(

3π
8

)

On rappelle que cos(2t) = 2 cos2 t− 1 d'où l'on déduit :

cos(4t) = 2 cos2(2t)− 1

cos(4t) = 2(2 cos2 t− 1)2 − 1

cos(4t) = 2(4 cos4 t− 4 cos2 t+ 1)− 1

cos(4t) = 8 cos4 t− 8 cos2 t+ 1

De 
e
i, on déduit pour t = π
8 et t = 3π

8 , que cos
(

π
8

)

et cos
(

3π
8

)

sont des solutions de

l'équation de la question pré
édente. Puisque 0 < π
8 < 3π

8 < π
2 , on obtient par stri
te

dé
roissan
e de cos sur [0, π] :

1 > cos
(π

8

)

> cos

(

3π

8

)

> 0.

Parmi les quatre solutions de l'équation de la question pré
édente, seules deux sont positives

et l'on déduit �nalement des inégalités pré
édentes :

cos
(π

8

)

=

√

2 +
√
2

2

cos

(

3π

8

)

=

√

2−
√
2

2
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2. Equations trigonométriques.

Résolvons les équations suivantes d'in
onnue x ∈ R :

cos
(

2x+
π

6

)

= −
√
3

2
(1)

cos
(

2x+
π

6

)

= cos

(

5π

6

)

Cette équation a don
 deux types de solutions : 2x+
π

6
≡ 5π

6 [2π] ou 2x+
π

6
≡ −5π

6 [2π].

Après simpli�
ation, on obtient : x ≡ π
3 [π] ou bien x ≡ π

2 [π]

cos(5x) = cos

(

2π

3
− x

)

(2)

5x ≡ 2π

3
− x [2π] ou 5x ≡ −2π

3
+ x [2π]

6x ≡ 2π

3
[2π] ou 4x ≡ −2π

3
[2π]

x ≡ π

9
[
π

3
] ou x ≡ −π

6
[
π

2
]

sin

(

5π

2
− x

)

+ cos (2x) = 0 (3)

cos (2x) = − sin

(

5π

2
− x

)

cos (2x) = cos

(

π

2
+

5π

2
− x

)

cos (2x) = cos (π − x)

On a don
 en
ore une fois deux types de solutions : 2x ≡ π − x [2π] ou 2x ≡ x− π [2π].

Après simpli�
ation, on obtient : x ≡ π
3

[

2π
3

]

ou x ≡ −π [2π]. On remarque que les x qui

véri�ent la deuxième 
ondition véri�ent aussi la première don
 l'ensemble des solutions est

{

π
3 + 2kπ

3 | k ∈ Z
}

.

Exer
i
e 2. Fon
tions trigonométriques ré
iproques

1. On note g la fon
tion dé�nie par :

g : [−1, 1] → R

g : x 7→ Ar

os x+Ar
sin x.

Etudier rapidement la fon
tion g et en déduire une transformation géométrique qui lie la 
ourbe

de Ar
sin et 
elle de Ar

os.

Puisque les fon
tions Ar

os et Ar
sin sont dérivables sur ]−1, 1[, il en est de même de g et l'on

a si x ∈ ]−1, 1[ :

g′(x) =
−1√
1− x2

+
1√

1− x2
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Ainsi, la dérivée de g est nulle sur ]−1, 1[ et g est 
ontinue en −1 et en 1. On en déduit que g
est 
onstante sur [−1, 1].

Comme g(0) = π
2 , on a don
 :

∀x ∈ [−1, 1], Ar

os x+Ar
sin x =
π

2

∀x ∈ [−1, 1], Ar

os x =
π

2
−Ar
sin x

∀x ∈ [−1, 1], Ar

os x = 2
π

4
− x

On en déduit que les 
ourbes des deux fon
tions Ar

os et Ar
sin sont symétriques l'une de

l'autre par rapport à la droite d'équation y = π
4 .

2. On 
onsidère la fon
tion f dé�nie par :

f(x) = Ar
sin

(

2x

1 + x2

)

.

(a) Montrer que f est dé�nie sur R, que f est dérivable sur ] − 1, 1[, 
al
uler sa dérivée f ′(x)
pour x ∈]− 1, 1[.

On prouve d'abord que f est dé�nie sur R. Puisque Ar
sin est dé�nie sur [−1, 1], on doit

don
 véri�er que pour tout x réel, on a :

−1 ≤ 2x

1 + x2
≤ 1.

Puisque x2 + 1 > 0, 
ette double inégalité équivaut à :

−x2 − 1 ≤ 2x ≤ x2 + 1

La première inégalité équivaut à 0 ≤ 2x + x2 + 1 i.e. 0 ≤ (x + 1)2, et la deuxième à

0 ≤ x2 + 1 − 2x i.e. 0 ≤ (x1)
2
. Les deux inégalités que l'on souhaitait véri�er sont don


justes.

Comme Ar
sin est dérivable sur ] − 1, 1[, on remarque que les deux inégalités pré
édentes

sont stri
tes si x /∈ {−1, 1}, don
 f est dérivable en tout point de R\{−1, 1}, et en parti
ulier

sur ]− 1, 1[. On 
al
ule alors pour x ∈]− 1, 1[ :

f ′(x) =
2(1 + x2)− 2x× 2x

(1 + x2)2
Ar
sin'

(

2x

1 + x2

)

f ′(x) =
2(1 + x2)− 2x× 2x

(1 + x2)2
1

√

1−
(

2x
1+x2

)2

f ′(x) =
2− 2x2

(1 + x2)2
1

√

(1+x2)2−4x2

(1+x2)2

f ′(x) =
2(1− x2)

√

(1 + x2)2

(1 + x2)2
√
1 + x4 − 2x2

f ′(x) =
2(1− x2)(1 + x2)

(1 + x2)2
√

(1− x2)2

f ′(x) =
2

1 + x2

(b) Démontrer que :

∀x ∈]− 1, 1[, f(x) = 2Ar
tanx.

On note h la fon
tion dé�nie sur ]− 1, 1[ par h : x 7→ f(x)− 2Ar
tan(x).

h est dérivable, sa dérivée est nulle d'après le 
al
ul pré
édent. Ainsi, h est une fon
tion


onstante. Puisque h(0) = 0, on en déduit que h est la fon
tion nulle et le résultat attendu.
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Problème

On souhaite déterminer toutes les fon
tions f : R+ → R véri�ant les deux propriétés suivantes :

∀(x, y) ∈ R
2
+, f(x+ y) ≥ f(x) + f(y) (on dit que f est sur-additive), (4)

∀(x, y) ∈ R
2
+, f(xy) = f(x)f(y) (on dit que f est multipli
ative). (5)

1. Soit α un réel supérieur ou égal à 1.

(a) Montrer que pour tout réel x ≥ 0, (1 + x)α ≥ 1 + xα.

On note :

h : R+ → R

h : x 7→ (1 + x)α − 1− xα

On remarque que h est dérivable et que l'on a :

∀x ∈ R+, h
′(x) = α(1 + x)α−1 − αxα−1.

Or α− 1 ≥ 0 don
 la fon
tion x 7→ xα−1
est 
roissante sur R+. On en déduit que pour tout

x ∈ R+, on a h′(x) ≥ 0.

h est don
 une fon
tion 
roissante, et l'on déduit du fait que h(0) = 0 que h est à valeurs

positives : ∀x ∈ R+, (1 + x)α − 1− xα ≥ 0.

(b) En déduire que pour tout (x, y) ∈ R
2
+, (x+ y)α ≥ xα + yα.

Si x ou y vaut 0, 
ette inégalité est une égalité et est don
 véri�ée.

Si x et y sont di�érents de 0, on a alors d'après la question pré
édente appliquée au nombre

x
y
:

(

1 +
x

y

)α

≥ 1 +

(

x

y

)α

yα
(

1 +
x

y

)α

≥ yα
(

1 +
xα

yα

)

(

(y(1 +
x

y
)

)α

≥ yα + xα

(y + x)α ≥ yα + xα

(
) On 
onsidère la fon
tion f : R+ → R dé�nie par f(x) = xα.

Justi�er que f est solution du problème posé.

D'après la question pré
édente, f est sur-additive. Or on sait que :

∀x, y ∈ R+, (xy)
α = xαyα.

On en déduit que f est multipli
ative et est don
 une solution du problème posé.

2. (a) Quelles sont les fon
tions 
onstantes solutions du problème étudié ?

Une fon
tion 
onstante en la valeur C ∈ R est solution si et seulement si C ≥ C + C et

C = C2
.Ces deux 
onditions signi�ent respe
tivement que C ≤ 0, et que 0 = C(C − 1). On

en déduit que la seule solution 
onstante est la fon
tion nulle.

Dans toute la suite du problème, on 
onsidère une fon
tion f non 
onstante qui est solution

de 
elui-
i.

(b) Montrer que l'on a alors f(0) = 0 et f(1) = 1.

On a f(0×0) = f(0)f(0) et f(0+0) ≥ f(0)+ f(0) d'où l'on déduit d'une part que f(0) = 0
ou f(0) = 1, et d'autre part que f(0) ≤ 0. Ainsi, f(0) = 0.

Puisque f n'est pas 
onstante, on a x ∈ R+ tel que f(x) 6= 0.

Alors f(1×x) = f(1)f(x) d'où f(x)(1−f(1)) = 0 et don
 1−f(1) = 0 
'est à dire f(1) = 1.
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(
) Prouver que ∀x ∈ R+,∀n ∈ N
∗, f (xn) = f(x)n.

On le prouve par ré
urren
e sur n ∈ N.

Pour n = 1, f(x1) = f(x) = f(x)1 don
 la propriété est vraie.

On suppose dorénavant que f(xn) = f(x)n pour un entier n ∈ N∗
. On a alors :

f(xn+1) = f(xn × x) = f(xn)f(x) = f(x)nf(x) = f(x)n+1.

La propriété étant héréditaire, elle est vraie pour tout entier n ∈ N
∗
.

(d) Prouver que ∀x ∈ R
∗
+, f(x) 6= 0 et f

(

1
x

)

= 1
f(x) .

Pour x ∈ R
∗
+, on a en e�et :

f

(

x× 1

x

)

= f(1)

f(x)f

(

1

x

)

= 1

On en déduit que f(x) 6= 0 et que f
(

1
x

)

= 1
f(x)

(e) Prouver en�n que ∀x ∈ R
∗
+, f(x) ∈ R

∗
+.

Si x ∈ R+, on a f(x) = f(
√
x×√

x) = f(
√
x)× f(

√
x) = f2(

√
x) ≥ 0 don
 f(x) ∈ R+.

(f) Montrer que f est 
roissante.

Soient x, y ∈ R tels que x ≤ y. Alors on a y − x ≥ 0 et :

f(y) = f(x+ (y − x)) ≥ f(x) + f(y − x)

Or f(y − x) ∈ R+ don
 f(x) + f(y − x) ≥ f(x) et l'on 
on
lut : f(y) ≥ f(x).

3. On 
onsidère en
ore dans 
es dernières questions une fon
tion f non 
onstante qui est solution

du problème.

(a) Justi�er que ln(f(2)) est bien dé�ni et que ln(f(2)) ≥ ln(2).

ln(f(2)) est bien dé�ni 
ar f(2) ∈ R
∗
+ d'après la question 2(d).

f(2) = f(1 + 1) ≥ f(1) + f(1) = 2

Don
 on a f(2) ≥ 2 d'où ln(f(2)) ≥ ln(2) par 
roissan
e de ln.

(b) Justi�er : ∀x > 0,∃!q ∈ Z, 2q ≤ x < 2q+1
. Soit x ∈ R

∗
+, 
ette double inégalité équivaut par

stri
te 
roissan
e de la fon
tion ln à :

q ln(2) ≤ ln(x) < (q + 1) ln(2)

q ≤ ln(x)

ln(2)
< q + 1

On sait en e�et qu'il existe un unique q ∈ Z véri�ant 
e
i, il s'appelle la partie entière de

ln(x)
ln(2) .

(
) Soit x > 0 un réel et p un entier naturel.

On 
onvient de noter qp l'unique entier relatif tel que 2qp ≤ xp < 2qp+1
.

i. Déterminer la limite du rapport

qp
p
lorsque p tend vers +∞.

On a en appliquant la fon
tion ln qui est 
roissante :

ln(2qp) ≤ ln(xp) ≤ ln(2qp+1)

qp ln(2) ≤ p ln(x) ≤ (qp + 1) ln(2)
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qp
p

≤ ln(x)

ln(2)
≤ (qp + 1)

p

La deuxième inégalité nous donne

ln(x)
ln(2) − 1

p
≤ qp

p
et l'on a don
 :

ln(x)

ln(2)
− 1

p
≤ qp

p
≤ ln(x)

ln(2)
.

On en déduit que

qp
p
tend vers

ln(x)
ln(2) lorsque p tend vers +∞.

ii. En observant l'en
adrement f(2)qp ≤ f(x)p ≤ f(2)qp+1
, justi�er :

qp
p

≤ ln(f(x))

ln(f(2))
≤ qp + 1

p
.

L'en
adrement observé provient de la 
roissan
e de f et sa multipli
ativité.

Il su�t de le passer à la fon
tion ln pour en déduire :

qp ln(f(2)) ≤ p ln(f(x)) ≤ (qp + 1) ln(f(2))

On en déduit la double inégalité voulue en divisant tout par p ln(f(2)).

iii. Si x 6= 1, en déduire que

ln(f(x))

ln(x)
=

ln(f(2))

ln(2)
.

On peut en e�et 
on
lure de la question pré
édente l'en
adrement :

ln(f(x))

ln(f(2))
− 1

p
≤ qp

p
≤ ln(f(x))

ln(f(2))
.

On en déduit que

qp
p
tend vers

ln(f(x))
ln(f(2)) lorsque p tend vers +∞ d'où :

ln(f(x))

ln(ln(f(2)))
=

x

ln(2)

don


ln(f(x))

ln(x)
=

ln(f(2))

ln(2)
.

(d) On pose α =
ln(f(2))

ln(2)
≥ 1. Justi�er que :

∀x ∈ R+, f(x) = xα.

On a en e�et si x ∈ R
∗
+ :

ln(f(x))
ln(x) = α d'où :

ln(f(x)) = ln(xα)

et don
 f(x) = xα en passant à l'exponentielle.

Pour x = 0, on a bien f(0) = 0 = 0α.
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