
Exeries 2022

PCSI Feuille n

◦
5

Logique, Raisonnement.

Exerie 1. Utilisation des quanti�ateurs, impliations, équivalenes

Érire ave des quanti�ateurs les propositions suivantes :

1. f est la fontion nulle (où f est une fontion dé�nie de R dans R).

2. f est l'identité de R ('est à dire la fontion qui, à haque réel, assoie lui-même).

3. Le graphe de f oupe la droite d'équation y = x.

4. f est roissante sur R (où f est une fontion de R dans R).

5. L'équation sin x = x a une et une seule solution dans R.

Exerie 2. Négation de propositions

Érire ave des quanti�ateurs les propositions suivantes :

1. f n'est pas nulle (où f est une fontion dé�nie de R dans R).

2. f n'est pas l'identité de R.

3. Le graphe de f ne oupe pas la droite d'équation y = x.

4. f n'est pas roissante sur R (où f est une fontion de R dans R).

Exerie 3. Preuve de négations

1. Montrer que la fontion sin n'est pas nulle.

2. Montrer que la fontion valeur absolue n'est pas dérivable sur R.

Exerie 4. Enore des quanti�ateurs

Érire ave des quanti�ateurs les propositions suivantes :

1. (a) Tout entier naturel est pair ou impair.

(b) Tout entier naturel est pair ou tout entier naturel est impair.

2. (a) f est stritement monotone sur R (où f est une fontion dé�nie de R dans R).

(b) f n'est pas stritement monotone sur R.

3. (a) f est onstante sur R (où f est une fontion dé�nie de R dans R).

(b) f n'est pas onstante sur R.

4. (a) f est une homothétie (où f : C → C).

(b) f n'est pas un homothétie.

5. (a) Pour haque entier, on peut trouver un entier stritement plus grand (ette a�rma-

tion est vraie).

(b) Il y a un entier plus grand que tous les entiers (ette a�rmation est fausse).
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Exerie 5. Somme des angles d'un polygone

Dans et exerie, on se propose de démontrer diretement le fait suivant : si n ≥ 3 est un

polygone non roisé à n otés, alors la somme des angles de e polygone est égale à (n− 2)π.

1. On onsidère une personne qui ferait le tour du polygone dans le sens trigonométrique,

et l'on note α1, α2,..., αn les angles selon lesquels il tourne en arrivant à haque sommet.

On note par ailleurs β1, β2,..., βn les angles intérieurs du polygone. Exprimer, pour k un

entier entre 1 et n, le lien entre αk et βk.

2. Que vaut

n
∑

k=1

αk ? En déduire la valeur de

n
∑

k=1

βk.

Exerie 6. Diverses équations fontionnelles

1. Dérire l'ensemble des fontions f : N → N qui véri�ent :

∀(m,n) ∈ N
2, f(m+ n) = f(m)f(n)

2. Dérire l'ensemble des fontions f dérivables sur R telles que l'on a pour tous x et y réels :

f(x+ y) = f(x) + f(y)

Cet ensemble de fontions est-il le même si l'on suppose simplement que f est dérivable

en 0 ?

3. Déterminer l'ensemble de toutes les fontions f : R → R telles que l'on a pour tous

(x, y) ∈ R2
:

f(x+ y)− f(x− y) = 4xy.

Exerie 7. Divisibilité par 8

Le but de et exerie est de démontrer par ontraposition la propriété suivante, pour n ∈ N
∗
:

Si l'entier (n2 − 1) n'est pas divisible par 8, alors l'entier n est pair.

1. Erire la ontraposée de la proposition préédente.

2. En remarquant qu'un entier impair n s'érit sous la forme n = 4k + r ave k ∈ N et

r ∈ {1, 3} (à justi�er), prouver la ontraposée.

3. A-t-on démontré la propriété de l'énoné ?

Exerie 8. Nombres premiers

Montrer qu'il existe une in�nité de nombres premiers en raisonnant par l'absurde. Supposer

don qu'il n'y a qu'un nombre �ni de nombres premiers p1, p2,..., pn et fabriquer un nombre qui

n'est divisible par auun d'entre eux. On pourra admettre que tout nombre admet un diviseur

premier pour onlure, la preuve de e dernier résultat est proposée parmi les réurrenes qui

suivent dans ette feuille d'exeries.

Exerie 9. Bien interpréter l'énoné

Soient a, b deux nombres réels et f la fontion de R dans R qui à x assoie x2 + ax + b. On
suppose qu'il existe un réel t tel que f(t) = f(f(f(t))) = 0.
Montrer que f(0)× f(1) = 0.
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Exerie 10. Disjontion de as

Soient x, y et z trois réels appartenant à l'intervalle [0, 1] et véri�ant :

(1− x)(1− y)(1− z) = xyz.

Montrer qu'au moins un des trois réels (1− x)y, (1− y)z ou (1− z)x est inférieur ou égal à

1

4
.

Exerie 11. La maladie des moines

On onsidère une ommunauté de 60 moines dont 10 sont atteints par une maladie inurable et

ontagieuse qui se manifeste notamment par l'apparition d'un point noir sur leur front. Auun

d'entre eux ne sait ombien sont atteints par la maladie, ni si lui-même est malade ar ils ne

disposent d'auun miroir ou autre moyen de se voir. Les moines ont fait voeu de silene, ils

ne ommuniquent pas entre eux mais se voient les uns les autres pendant la journée. L'unique

information dont ils disposent est le nombre de malades parmi les autres. S'ils peuvent savoir

ave ertitude qu'ils sont atteints, ils se donneront la mort pendant la nuit pour que la maladie

ne se répande pas davantage. Dérire la stratégie que vont adopter les moines.

Exerie 12. Réurrene à initialiser orretement

Quel est le plus petit entier n0 ∈ N tel que l'on a pour tout n ∈ N, n ≥ n0, que n2 < 2n ?

Exerie 13. Une inégalité lassique

Montrer que l'on a pour tout a ∈ R+ et tout n ∈ N :

1 + na ≤ (1 + a)n

Exerie 14. Diverses réurrenes pour di�érentes déompositions des nombres entiers

1. Démontrer que tout nombre n ∈ N tel que n ≥ 2 peut s'érire sous la forme n =
r
∏

i=1

pi où

les entiers p1, p2,· · · , pr sont des nombres premiers ( pas forément distints ).

2. Montrer que tout entier n ∈ N peut s'érire sous la forme : n =
r
∑

i=1

2ki où k1 < k2 < · · · <

kr sont des entiers distints.

Exerie 15. Olympiades de 1977 ave indiations

Soit f : N∗ → N∗
une fontion véri�ant : ∀n ∈ N, f(n + 1) > f(f(n)). Montrer que l'on a :

∀n ∈ N, f(n) = n.
Indiations :

� Prouver par réurrene sur n ∈ N∗
que ∀k ≥ n, f(k) ≥ n.

� Véri�er que f est roissante ( il s'agit en fait d'une suite ).

� Prouver que ∀n ∈ N∗, f(n) < n + 1 et onlure.

Exerie 16. Ensemble des parties

Érire l'ensemble des parties de E = {a, b, c, d}.

Exerie 17. Trois ensembles

Soient A,B,C trois ensembles tels que A ∪B = B ∩ C. Montrer que A ⊂ B ⊂ C.
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Exerie 18. Lois de Morgan

Soient A, B et C trois parties d'un ensemble E. Pour X ⊂ E, on note X le omplémentaire de

X dans E. Démontrer les lois de Morgan suivantes :

1. (A ∩ B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)

2.

(

A
)

= A

3. (A ∩ B) = A ∪ B

4. (A ∪ B) = A ∩ B

Exerie 19. Produit artésien

Soit D = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 ≤ 1}. Démontrer que D ne peut pas s'érire omme le produit

artésien de deux parties de R.

Indiation : raisonner par l'absurde et onsidérer (1, 0) et (0, 1).

Exerie 20. Di�érene symétrique

Soit E un ensemble, et A,B deux sous-ensembles de E. On appelle di�érene symétrique de A
et B, notée A∆B, le sous-ensemble de E :

A∆B = {x ∈ A ∪B; x /∈ A ∩ B}.

1. Interpréter les éléments de A∆B.

2. Montrer que A∆B = (A∩CEB)∪ (B ∩CEA) (CEA désigne le omplémentaire de A dans

E).

3. Caluler A∆A, A∆∅, A∆E, A∆CEA.

4. Démontrer que pour tous A,B,C sous-ensembles de E, on a :

(A∆B) ∩ C = (A ∩ C)∆(B ∩ C).

(A∆B) ∪ C = (A ∪ C)∆(B ∪ C).

Exerie 21. Réunion et intersetion égales

Soit E un ensemble et A,B,C trois éléments de P(E).

1. Démontrer que, si A ∩B = A ∪ B, alors A = B.

2. Démontrer que, si A ∩ B = A ∩ C et A ∪ B = A ∪ C, alors B = C. Une seule des deux

onditions su�t-elle ?

Exerie 22. Retour sur la di�érene symétrique

Soit E un ensemble et soient A,B deux parties de E. On rappelle que la di�érene symétrique

de A et B est dé�nie par

A∆B = (A ∩ B̄) ∪
(

Ā ∩B
)

où Ā (resp. B̄) désigne le omplémentaire de A (resp. de B) dans E. Démontrer que A∆B = B
si et seulement si A = ∅.
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Exerie 23. Impliations

On onsidère 4 ensembles A,B,C etD, et des appliations f : A → B, g : B → C et h : C → D.

Montrer que

g ◦ f injetive =⇒ f injetive,

g ◦ f surjetive =⇒ g surjetive.

Montrer que :

(

g ◦ f et h ◦ g sont bijetives

)

⇐⇒
(

f, g et h sont bijetives

)

.

Exerie 24. Devinettes

1. Déterminer une bijetion de N → N∗
.

2. Déterminer une bijetion de {1/n; n ≥ 1} dans {1/n; n ≥ 2}.

3. Déduire de la question préédente une bijetion de [0, 1] dans [0, 1[.

4. Déterminer une bijetion de N → Z
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