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1 Appli
ation des 
omposées d'homothéties à un problème

de géométrie

On 
onsidère trois 
er
les disjoints dans le plan, de rayons tous di�érents. Lorsque l'on 
onsidère

deux de 
es 
er
les, il existe deux tangentes extérieures 
ommunes de sorte que nos deux 
er
les

se trouvent entre 
es deux tangentes. Ces deux tangentes se ren
ontrent en un point. Le but

de 
et exer
i
e est de prouver que les trois points ainsi dé�nis, en 
hoisissant pour 
ha
un deux

des trois 
er
les, sont alignés.

1. Etant donnés deux 
er
les C1 et C2 de 
entres d'a�xe c1 et c2, de rayons r1 et r2, montrer

qu'il existe une seule homothétie de rapport positif qui transforme C1 en C2. Déterminer

en fon
tion de c1, c2, r1 et r2 l'a�xe du 
entre de 
ette homothétie.

Pré
iser le lien ave
 les tangentes extérieures évoquées au début de l'exer
i
e.

2. Soient deux homothéties de 
entres ω1 et ω2 de rapports k1 et k2 tels que k1k2 6= 1,
montrer que la 
omposée de 
es deux homothéties est une homothétie dont le 
entre ω

est aligné ave
 ω1 et ω2.

3. Con
lure

2 Primitive de fon
tion trigonométrique

Pour tout entier naturel n, on 
onsidère la fon
tion f
n
dé�nie sur l'intervalle ]− π, π[ par :

∀x ∈]− π, π[, f
n
(x) =

x∫

0

cosn u

1 + cosu
du.

1. (a) Pour x ∈]−π, π[, 
al
uler f0(x) à l'aide du 
hangement de variable t = tan u

2
. ( revoir

au besoin le 
ours sur les 
omplexes pour l'expression de cosu à l'aide de t = tan u

2
).

(b) Cal
uler ensuite f1(x) à l'aide de f0(x), puis f2(x) et f3(x).

2. (a) Étudier la fon
tion f
n
sur ]− π, π[ : parité, dérivabilité, sens de variation.

(b) Pour x ≥ 2π

3
, prouver que l'on a :

1

2n
(tan(

x

2
)− tan(

π

3
)) ≤

x∫
2π

3

| cosn u|

1 + cos u
du.

pour en déduire les limites de f
n
en π, puis en −π.

Donner l'allure de la 
ourbe de f
n
sur ]−π, π[ en dis
utant selon les valeurs de n ∈ N.

3. Pour n ≥ 2 et x ∈]− π, π[, trouver une relation entre f
n
(x), f

n−1(x) et fn−2(x).

Indi
ation : I.P.P. ave


cosn u

1 + cosu
= cosu

cosn−1 u

1 + cos u
.
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3 Equations di�érentielles

Exer
i
e 1. Equation du premier ordre

1. Etudier sur 
ha
un des intervalles ]−∞, 0[, ]0, 1[, ]1,+∞[ l'équation di�érentielle :

x(1 − x)y′ + y = x

NB : On fera l'étude une seule fois en notant I l'intervalle de résolution à 
hoisir parmi

les trois proposés. Ensuite, on pourra sur 
et intervalle diviser l'équation par x(1 − x)
pour se ramener à un type 
onnu d'équation.

2. Déterminer les solutions de 
ette équation sur ]−∞, 1[.

3. Existe-t-il des solutions sur R ?

Exer
i
e 2. Equation di�érentielle originale

On se propose dans 
et exer
i
e de déterminer l'ensemble des fon
tions f ∈ C1(R,R) telles que :

(F ) ∀x ∈ R, f ′(x) = 2f(−x) + x.

1. Soient α et β deux réels tels que :

∀x ∈ R, α cos x+ β sin x = 0.

Prouver que α = β = 0.

2. Dans 
ette question, on 
her
he à déterminer l'ensemble S des solutions y ∈ C2(R,R) de
l'équation di�érentielle :

(E) y′′ + 4y = 2x+ 1.

(a) Déterminer l'ensemble S0 des solutions de l'équation homogène asso
iée à (E).

(b) Déterminer une fon
tion a�ne qui est solution de (E).

(
) Dé
rire l'ensemble S des solutions de (E).

3. Dans 
ette question, on suppose que f ∈ C1(R,R) est une fon
tion qui véri�e la propriété

(F ).

(a) Montrer que f est de 
lasse C2
.

(b) Prouver que f est une solution de (E).

(
) En déduire une expression de f .

4. Con
lure : dé
rire l'ensemble Ω des fon
tions f ∈ C1(R,R) qui véri�ent la propriété (F ).
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