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Equations di�érentielles

Exerie 1. Equations di�érentielles linéaires d'ordre 1

1. Déterminer la solution y ∈ C1(R,R) de l'équation di�érentielle :

y′ + sinx y = 2 sinx,

telle que y(π2 ) = 1

Pour résoudre l'équation homogène assoiée, on onsidère une primitive A de la fontion a telle que

a(x) = − sinx pour tout x ∈ R. A(x) = cosx onvient don l'ensemble des solutions à valeurs réelles de

l'équation homogène est :

{y : x 7→ Cecosx|C ∈ R} .

Une solution partiulière de l'équation omplète est la fontion onstante dé�nie sur R par yp : x 7→ 2.
On en déduit l'ensemble des solutions :

{y : x 7→ Cecosx + 2|C ∈ R} .

La solution qui véri�e y(π2 ) = 1 est telle que Ce0 + 2 = 1, 'est à dire C = −1 et y(x) = 2− ecosx.

2. (a) Déterminer une solution y : R → C de l'équation di�érentielle :

y′(x) + y(x) = 3e(2+i)x

Cherhons une solution sous la forme yp : x 7→ Ke(2+i)x
où K ∈ C est une onstante. Calulons alors,

pour x ∈ R :

y′p(x) + yp(x) = (2 + i)Ke(2+i)x +Ke(2+i)x,

y′p(x) + yp(x) = (3 + i)Ke(2+i)x.

Ainsi, yp est bien une solution si (3 + i)K = 3, 'est à dire K =
3

3 + i
=

9− 3i

10
et yp : x 7→

9− 3i

10
e(2+i)x

.

(b) Dérire l'ensemble des solutions y : R → R de l'équation di�érentielle :

y′ + y = 3e2x cosx

Une solution partiulière de ette nouvelle équation est Re (yp) puisque pour tout x ∈ R, 3e2x cosx =
Re (3e(2+i)x). Calulons pour x ∈ R :

yp(x) =
9− 3i

10
e2x(cosx+ i sinx),

yp(x) =
9 cosx+ 3 sinx

10
e2x + i

(

9 sinx− 3 cosx

10
e2x

)

,

Re (yp)(x) =
9 cosx+ 3 sinx

10
e2x.

L'équation homogène assoiée a pour ensemble de solutions {y : x 7→ Ce−x|C ∈ R}, don l'ensemble
des solutions de l'équation omplète est :

{

y : x 7→
9 cosx+ 3 sinx

10
e2x + Ce−x|C ∈ R

}

.

Exerie 2. Equation di�érentielle originale
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On se propose dans et exerie de déterminer l'ensemble des fontions f ∈ C1(R,R) telles que :

(F ) ∀x ∈ R, f ′(x) = 2f(−x) + x.

1. Soient α et β deux réels tels que :

∀x ∈ R, α cosx+ β sinx = 0.

Prouver que α = β = 0.

Pour x = 0, on obtient α = 0 puis pour x = π
2 , β = 0.

2. Dans ette question, on herhe à déterminer l'ensemble S des solutions y ∈ C2(R,R) de l'équation

di�érentielle :

(E) y′′ + 4y = 2x+ 1.

(a) Déterminer l'ensemble S0 des solutions de l'équation homogène assoiée à (E). L'équation homogène

assoiée, y′′ + 4y = 0, a pour polyn�me aratéristique P (r) = r2 + 4 = (r + 2i)(r − 2i). Ainsi,
l'ensemble des solutions à valeurs réelles de ette équation homogène est :

S0 =
{

y : x 7→ A cos(2x) +B sin(2x)|(A,B) ∈ R
2
}

.

(b) Déterminer une fontion a�ne qui est solution de (E).

On remarque que, pour x ∈ R, yp(x) =
2x+ 1

4
dé�nit une solution a�ne de (E) puisque y′′p = 0.

() Dérire l'ensemble S des solutions de (E) :

S =

{

y : x 7→ A cos(2x) +B sin(2x) +
2x+ 1

4
|(A,B) ∈ R

2

}

.

3. Dans ette question, on suppose que f ∈ C1(R,R) est une fontion qui véri�e la propriété (F ).

(a) Montrer que f est de lasse C2
.

Puisque f véri�e (F ), on a : ∀x ∈ R, f ′(x) = 2f(−x)+x. Puisque f est de lasse C1
, x 7→ 2f(−x)+x

aussi don f ′
est de lasse C1

, 'est à dire que f est de lasse C2
.

(b) Prouver que f est une solution de (E).

Puisque f est deux fois dérivable, on déduit de la relation (F ) par dérivation :

∀x ∈ R, f ′′(x) = −2f ′(−x) + 1.

Si f véri�e (F ), on a aussi, si x ∈ R, en prenant −x au lieu de x omme réel : f ′(−x) = 2f(x) − x.

On en déduit :

∀x ∈ R, f ′′(x) = −2(2f(x)− x) + 1,

∀x ∈ R, f ′′(x) + 4f(x) = 2x+ 1.

Cei signi�e que f est une solution de (E).

() En déduire une expression de f .

On a don (A,B) ∈ R2
tels que f(x) = A cos(2x) +B sin(2x) +

2x+ 1

4
.

4. Conlure : dérire l'ensemble Ω des fontions f ∈ C1(R,R) qui véri�ent la propriété (F ). Il ne reste plus
qu'à voir à quelle ondition portant sur (A,B) ∈ R2

une fontion f dé�nie omme préédemment véri�e

(F ). Calulons don pour une telle fontion :

f ′(x) = −2A sin(2x) + 2B cos(2x) +
1

2
,

2f(−x) + x = 2A cos(2x)− 2B sin(2x) +
−2x+ 1

2
+ x,

2f(−x) + x = 2A cos(2x)− 2B sin(2x)
1

2
.

Ainsi, f véri�e (F ) si et seulement si l'on a :

∀x ∈ R,−2A sin(2x) + 2B cos(2x) +
1

2
= 2A cos(2x)− 2B sin(2x)

1

2

⇔ ∀x ∈ R, 2(B −A) sin(2x) + 2(B −A) cos(2x) = 0

Grâe à la première question de et exerie, f véri�e don (F ) si et seulement si f est de la forme

préitée ave A = B. Ainsi, on dérit :

Ω =

{

f : x 7→ A cos(2x) +A sin(2x) +
2x+ 1

4

∣

∣ A ∈ R

}

.
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Primitive de fontion trigonométrique du sujet bis

Pour tout entier naturel n, on onsidère la fontion fn dé�nie sur l'intervalle ]− π, π[ par :

∀x ∈]− π, π[, fn(x) =

x
∫

0

cosn u

1 + cosu
du.

1. (a) Pour x ∈] − π, π[, aluler f0(x) à l'aide du hangement de variable t = tan u
2 , 'est à dire u =

2Artan t.

Ce hangement de variable revient à u = 2Artan t, on remplae don du par

2

1 + t2
dt.

Pour les bornes, u = 0 orrespond à t = 0 et u = x donne t = tan x
2 .

En�n, on a vu dans le ours sur les omplexes que cosu =
1− t2

1 + t2
, et l'on obtient :

f0(x) =

tan x

2
∫

0

1

1 +
1− t2

1 + t2

2

1 + t2
dt

f0(x) =

tan x

2
∫

0

2

1 + t2 + 1− t2
dt

f0(x) =

tan x

2
∫

0

1 dt

f0(x) = tan
x

2

(b) Caluler ensuite f1(x) à l'aide de f0(x), puis f2(x) et f3(x).

On a :

f1(x) =

x
∫

0

cosu

1 + cosu
du

f1(x) =

x
∫

0

cosu+ 1

1 + cosu
du−

x
∫

0

1

1 + cosu
du

f1(x) = x− f0(x)

f1(x) = x− tan
x

2

De même, on obtient :

f2(x) =

x
∫

0

cos2 u

1 + cosu
du

f2(x) =

x
∫

0

cos2 u+ cosu

1 + cosu
du−

x
∫

0

cosu

1 + cosu
du

f2(x) =

x
∫

0

cosu du− f1(x)

f2(x) = sinx− x+ tan
x

2
.

En�n, on alule :

f3(x) =

x
∫

0

cos3 u

1 + cosu
du
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f3(x) =

x
∫

0

cos3 u+ cos2 u

1 + cosu
du−

x
∫

0

cos2 u

1 + cosu
du

f3(x) =

x
∫

0

cos2 u du− f2(x)

Or cos2 u =
(

eiu+e−iu

2

)2

= ei2u+2+e−i2u

4 = 2 cos(2u)+2
4 = cos(2u)+1

2 .

On en déduit

x
∫

0

cos2 u du = 1
2

[

1
2 sin(2u) + u

]x

0
= 1

4 sin(2x) +
x
2

f3(x) =
1

4
sin(2x) +

x

2
− sinx+ x− tan

x

2
.

f3(x) =
3x

2
+

1

4
sin(2x)− sinx− tan

x

2
.

2. (a) Étudier la fontion fn sur ]− π, π[ : parité, dérivabilité, sens de variation.

On sait que fn est dérivable ave :

∀x ∈]− π, π[, f ′
n(x) =

cosn x

1 + cosx
.

Parité : montrons d'abord que fn est impaire. Soit gn(x) = fn(x)+ fn(−x). Puisque fn est dérivable,

gn est dérivable ave :

∀x ∈]− π, π[, g′n(x) =
cosn x

1 + cosx
−

cosn(−x)

1 + cos(−x)
.

Comme la fontion osinus est paire, on a don ∀x ∈] − π, π[, g′n(x) = 0 don gn est onstante sur

]− π, π[, et gn(0) = 0 don gn est la fontion nulle. On en déduit que fn est impaire.

Variations sur [0, π[ : il faut distinguer deux as.

� Si n est pair, alors f ′
n est positive sur [0, π[ et fn est roissante sur [0, π[. Par imparité, fn est

aussi roissante sur ]− π, 0].
� Si n est impair, alors f ′

n est positive sur [0, π2 ] et négative sur [
π
2 , π[. Par imparité, on en déduit

que fn est déroissante sur ]− π,−π
2 ], roissante sur [−

π
2 ,

π
2 ] et déroissante sur [

π
2 , π[.

(b) Pour x ≥ 2π
3 , minorer

x
∫

2π

3

| cosn u|

1 + cosu
du.

Pour u ∈ [ 2π3 , π[, on a cosu ≤ − 1
2 don | cosn u| ≥ 1

2n . Puisque 1 + cosu > 0 dans e as, on en

déduit :

| cosn u|

1 + cosu
≥

1

2n
1

1 + cosu

Pour x ≥ 2π
3 , on a don par roissane de l'intégrale :

x
∫

2π

3

| cosn u|

1 + cosu
du ≥

x
∫

2π

3

1

2n
1

1 + cosu
du

La relation de Chasles nous donne :

x
∫

2π

3

1

1 + cosu
du =

x
∫

0

1

1 + cosu
du−

2π

3
∫

0

1

1 + cosu
du

x
∫

2π

3

1

1 + cosu
du = tan(

x

2
)− tan(

π

3
)
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On en déduit :

x
∫

2π

3

| cosn u|

1 + cosu
du ≥

1

2n
(tan(

x

2
)− tan(

π

3
))

En déduire les limites de fn en −π et π : ommençons par π

fn(x) =

2π

3
∫

0

cosn u

1 + cosu
du+

x
∫

2π

3

cosn u

1 + cosu
du

Ainsi, pour x ≥ 2π
3 , on a :

fn(x) = fn(
2π

3
) +

x
∫

2π

3

cosn u

1 + cosu
du

On distingue deux as :

� si n est pair, cosn u = | cosn u| don pour x ∈ [ 2π3 , π[ :

fn(x) ≥ fn(
2π

3
) +

1

2n
(tan(

x

2
)− tan(

π

3
))

Par enadrement, on en déduit que fn(x) −→
x→π

+∞.

� si n est impair, cosn u = −| cosn u| don pour x ∈ [ 2π3 , π[ :

fn(x) ≤ fn(
2π

3
)−

1

2n
(tan(

x

2
)− tan(

π

3
))

Par enadrement, on en déduit que fn(x) −→
x→π

−∞.

Comme fn est impaire, sa limite en −π est l'opposée de sa limite en π.

Donner l'allure de la ourbe de fn sur ]− π, π[ en disutant selon les valeurs de n ∈ N.

0 1 2 3−1−2−3−4
0

−1

−2

−3

−4

1

2

3

4

0 1 2 3−1−2−3−4
0

−1

−2

−3

−4

1

2

3

4
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0 1 2 3−1−2−3−4
0

−1

−2

−3

−4

1

2

3

4

0 1 2 3−1−2−3−4
0

−1

−2

−3

−4

1

2

3

4

3. Pour n ≥ 2, trouver une relation entre fn(x), fn−1(x) et fn−2(x).

Indiation : I.P.P. ave

cosn u

1 + cosu
= cosu

cosn−1 u

1 + cosu
.

On suit l'indiation : l'intégrale est du type

∫

U ′V où U(u) = sinu et V (u) = cosn−1 u
1+cosu , don on a :

fn(x) =

[

sinu
cosn−1 u

1 + cosu

]x

0

−

x
∫

0

sinu
(n− 1)(− sinu) cosn−2 u(1 + cosu) + sinu cosn−1 u

(1 + cosu)2
du.

fn(x) = sinx
cosn−1 x

1 + cosx
−

x
∫

0

−(n− 1) sin2 u cosn−2 u

1 + cosu
+

sin2 u cosn−1 u

(1 + cosu)2
du.

fn(x) = sinx
cosn−1 x

1 + cosx
−

x
∫

0

−(n− 1)(1− cos2 u) cosn−2 u

1 + cosu
+

(1 − cos2 u) cosn−1 u

(1 + cosu)2
du.

fn(x) = sinx
cosn−1 x

1 + cosx
−

x
∫

0

−(n− 1) cosn−2 u+ (n− 1) cosn u

1 + cosu
+

(1 − cosu)(1 + cosu) cosn−1 u

(1 + cosu)2
du.

fn(x) = sinx
cosn−1 x

1 + cosx
+ (n− 1)fn−2(x)− (n− 1)fn(x) −

x
∫

0

(1− cosu) cosn−1 u

1 + cosu
du.

fn(x) = sinx
cosn−1 x

1 + cosx
+ (n− 1)fn−2(x) − (n− 1)fn(x)− fn−1(x) + fn(x).

(n− 1)fn(x) = sinx
cosn−1 x

1 + cosx
+ (n− 1)fn−2(x)− fn−1(x).

Appliation des omposées d'homothéties à un problème de géométrie

On onsidère trois erles disjoints dans le plan, de rayons tous di�érents. Lorsque l'on onsidère deux de es

erles, il existe deux tangentes extérieures ommunes de sorte que nos deux erles se trouvent entre es deux

tangentes. Ces deux tangentes se renontrent en un point. Le but de et exerie est de prouver que les trois

points ainsi dé�nis, en hoisissant pour haun deux des trois erles, sont alignés.
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1. Etant donnés deux erles C1 et C2 de entres d'a�xe c1 et c2, de rayons r1 et r2, montrer qu'il existe

une seule homothétie de rapport positif qui transforme C1 en C2. Déterminer en fontion de c1, c2, r1 et

r2 l'a�xe du entre de ette homothétie.

Préiser le lien ave les tangentes extérieures évoquées au début de l'exerie.

Puisqu'une homothétie multiplie les longueurs par son rapport k ∈ R
∗
+, l'image du entre de C1 par une

telle homothétie est le entre de C2. (Il su�t pour le onstater de onsidérer un triangle ABC insrit

dans le erle C1 : alors l'image de C1 sera un erle ironsrit au triangle A′B′C′
image de ABC par

l'homothétie. Or le triangle A′B′C′
est insrit dans C2. Comme l'image de la médiatrie de [AB] est la

médiatrie de [A′B′], et de même pour elles de [AC] et [A′C′], on en déduit que l'image du entre du

erle ironsrit à ABC est le entre du erle ironsrit à A′B′C′
.)

Ainsi, si ette homothétie existe, l'a�xe de son entre ω1 véri�e c2 − ω1 = k(c1 − ω1). En outre, on a

naturellement k = r2
r1

don c2 − kc1 = (1 − k)ω1 et ω1 =
c2 − kc1

1− k
. Réiproquement, on véri�e aisément

que ette l'homothétie de rapport k et de entre ω1 ainsi dé�nie transforme C1 en C2.

Naturellement, les deux droites tangentes à C1 passant par ω1 ont pour images deux droites tangentes à

C2. Or es droites ont pour image des droites qui leur sont parallèles et qui passent aussi par ω1. Ainsi,

es deux droites sont globalement invariantes par l'homothétie, et il s'agit don des tangentes extérieures

ommunes aux deux erles.

2. Soient deux homothéties de entres ω1 et ω2 de rapports k1 et k2 tels que k1k2 6= 1, montrer que la

omposée de es deux homothéties est une homothétie dont le entre ω est aligné ave ω1 et ω2.

On alule la omposée :

hω1,k1
◦ hω2,k2

(z) = ω1 + k1 (ω2 + k2(z − ω2)− ω1)

hω1,k1
◦ hω2,k2

(z) = k1k2z + (1 − k1)ω1 + k1(1 − k2)ω2

On souhaite identi�er ette transformation ave :

hω,k(z) = kz + (1− k)ω

où ω ∈ C et k ∈ R∗
+.

Il su�t de hoisir k = k1k2 et ω =
(1− k1)ω1 + k1(1− k2)ω2

1− k1k2
.

Calulons en�n :

ω − ω1 =
ω1 + k1ω2 − k1k2ω2 − k1ω1

1− k1k2
−

ω1 − k1k2ω1

1− k1k2

ω − ω1 =
k1ω2 − k1k2ω2 + k1k2ω1 − k1ω1

1− k1k2

ω − ω1 =
k1(1− k2)

1− k1k2
(ω2 − ω1)

Comme

k1(1−k2)
1−k1k2

∈ R, on en déduit que les points d'a�xes ω1, ω2 et ω sont alignés.

3. Conlure : l'homothétie qui transforme C1 en C2, omposée ave elle qui transforme C2 en C3 est l'ho-

mothétie qui transforme C1 en C3. Ainsi, les entres ω1, ω2 et ω3 de es homothéties sont alignés. Or il

s'agit d'après la première question des trois points d'intersetion des tangentes extérieures.

Equation di�érentielle du sujet bis

1. Etudier sur haun des intervalles ]−∞, 0[, ]0, 1[, ]1,+∞[ l'équation di�érentielle :

x(1 − x)y′ + y = x

Sur I l'un de es trois intervalles, l'équation se ramène à :

(E)y′ +
1

x(1 − x)
y =

1

1− x

On herhe don une primitive A à la fontion a dé�nie par a(x) = 1
x(1−x) . On remarque que a(x) =

1
1−x

+ 1
x
don une primitive est A(x) = − ln(|1−x|)+ ln(|x|). Ainsi, les solutions de l'équation homogène

assoiée, (Eh)y
′ + 1

x(1−x)y = 0, sont les fontions y telles que ∃C ∈ R véri�ant pour tout x ∈ I :

y(x) = Celn(|1−x|)−ln(|x|)
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y(x) = C
|1− x|

|x|

Cei signi�e, quitte à hanger la onstante par son opposé, que les solutions de l'équation homogène sont

de la forme :

y(x) = C
1− x

x

Notons y1(x) =
1−x
x

, on herhe les solutions de (E) par la méthode de la variation de la onstante sous

la forme y(x) = C(x)y1(x) et l'on alule :

y′(x) +
1

x(1 − x)
y(x) = C′(x)y1(x) + C(x)(y′1(x) +

1

x(1 − x)
y1(x))

Cei se simpli�e en y′(x) + 1
x(1−x)y(x) = C′(x)y1(x) puisque y1 est solution de Eh. Sur l'un des trois

intervalles onsidéré, y est don solution de (E) si l'on a :

C′(x)y1(x) =
1

1− x

On herhe don à résoudre C′(x) = x
(1−x)2 . Cherhons une primtive F de :

f(x) =
x

(1− x)2
=

x− 1

(1 − x)2
+

1

(1− x)2
= −

1

1− x
+

1

(1 − x)2

F (x) = ln(|1− x|) +
1

1− x
.

La fontion y est alors solution de (E) si et seulement si ∃k ∈ R tel que

C(x) = ln |1− x|+
1

1− x
+ k

y(x) =
(

ln |1− x|+
1

1− x
+ k

)1− x

x

y(x) =
(1− x) ln |1− x|

x
+

1

x
+ k

1− x

x

y(x) =
(1− x) ln |1− x|

x
+

k + 1

x
− k.

2. Déterminons les solutions de ette équation sur ]−∞, 1[ : sur et intervalle, les solutions sont de la forme :

y(x) =
(1 − x) ln(1 − x)

x
+

k + 1

x
− k

sur haun des intervalles ] − ∞, 0[ et ]0, 1[, où k peut prendre une valeur di�érente selon l'intervalle.

Mais lim
x→0

ln(1+x)
x

= 1 don lim
x→0

ln(1−x)
x

= −1 et lim
x→0

(1−x) ln(1−x)
x

= −1. Que l'on étudie une solution sur

]−∞, 0[ ou ]0, 1[ ne hange rien : pour que la fontion ait une limite en x = 0, il faut que k = −1 don

l'unique solution sur ]−∞, 1[ est :

y(x) =
(1− x) ln(1− x)

x
+ 1.

Cette fontion est ontinue en 0 à ondition de dé�nir y(0) = 0, l'étude de sa dérivabilité en 0 est déliate
et me semble devoir attendre l'étude des développements limités. C'est très bien si vous vous êtes posé

la question de savoir si elle est de lasse C1
, et la réponse est oui.

3. Comme lim
x→0

x lnx = 1, lim
x→1

(1− x) ln(1− x) = 0 don :

lim
x→1

(1− x) ln(1− x)

x
+ 1 = 1

et l'unique fontion y solution sur ]−∞, 1[ peut être prolongée ontinûment en x = 1 par y(1) = 1. La

question de la dérivabilité en 1 ( à gauhe ) est don de savoir si lim
x→1−

y(x)−y(1)
x−1 = lim

x→1−

ln(x−1)
x

existe et

est �nie. Ce n'est pas le as ( ette limite vaut −∞ ) don il n'y a pas de solution sur ]−∞, 1[ dérivable
en 1, et pas de solution sur R.
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