Devoir 2023
PCSI DM n° 6

Corrigé du devoir a la maison

Exercice 1. Fonction bornée
Soient a, b et ¢ trois réels tels que l'on a :
Ve e [—1,1], }ax2+bx+c} <1

1. Montrer que a, b et ¢ vérifient nécessairement : |a| <2, [b] < 1 et || < 1.
En choisissant = 0, on obtient immédiatement |c| < 1.
Pour x =1 et z = —1, on obtient [a + b+¢| <let [a—b+¢| < 1.
Ainsi, [a+b+c—(a—b+c)| <|a+b+c|+|a—b+c| <2, i.e. |2b <2 et donc |b] < 1.
Onaaussi [a+b+c+a—b+c)<l|la+b+c|l+|a—b+c| <2 ie |2a+ 2¢| <2, soit
la+c| < 1. Ainsi, |a| =]a+c+ (—c)| < |a+c| +|c| < 2.

2. Montrer alors que 1'on a :

Ve e [-1,1], [2az+b] <4

Ici, il s’agit de remarquer qu’'une fonction affine comme x — 2ax + b est ainsi comprise
entre —4 et 4 sur l'intervalle [—1, 1] si et seulement si ses valeurs en —1 et 1 le sont.
Il s’agit donc de prouver |2a +b| < 4 et | —2a + b < 4.
On réutilise (z =1)|a+b+c|]<1:|la+b+c+ (=) <|la+b+c|+ |c] <2 donc
la+0b] <2.Dou la+a+0b| <|a|+ |a+b] <4
Deméme, (z=—-1)]|la—b+c|<1:la—b+c+(—c) <|la—b+c|+|c] <2 donc
la—bl <2.Dot |a+a—>b| <|a|+ |a+b| <A4.

3. Montrer que 4 est la plus petite constante telle que le résultat de la deuxiéme question
reste vrai : pour a = 2, b =0 et ¢ = —1, I'inégalité ci-dessus est une égalité en —1 et 1.

Exercice 2. Fquation fonctionnelle

On souhaite déterminer I’ensemble F de toutes les fonctions f : R* — R* qui vérifient :

vz € R, xf(%) —f(;) ~ 1.

1. Soit f € E, et y € R*. Pour x = 2y, on obtient :

2 (y) — (5) -

f (5) =2yf(y)— L

Et pour z = 2, on a :
Yy

On a donc bien prouvé :

vy ER", f(l) oy ()~ Let f(y) = 2f (1) 1
) ) )

1



2. En remplacant le f (i) de la deuxiéme égalité par I’expression obtenue dans la premiére,
on a : 5
Yy eR", f(y) = ; (2yf(y)—1)—1
. 2
vy € R", f(y)=4f(y)—§—1-

2
Yy € R*, —3f (y) = — 1.

2 1

Yy € R, =—4-.

y f () 33
Il y a donc une unique fonction qui pourrait appartenir & E, mais on constate que
Y — 32—y + % s’annule pour y = —2 et les fonctions de F ne s’annulent pas sur R*, donc

E =0.

Exercice 3. Récurrences
1. On consideére la suite (u,),>1définie par u; = % et Upy1 =

1
(1 + —) Uy -
n

1 1 1
On commence par calculer us = 3 (1 + I) Uy = %, et ug = (1 + 5) Uy = %. Ainsi,

DO | —

2
Démontrer par récurrence que u,, < — pour tout n > 3.
n

on a bien uz < 3"

2
Vérifions que la propriété est héréditaire. Soit donc n € N, n > 3, tel que u,, < —, on a
n

1 1 1 1\ 2 n+1
Upp1 == (1+—Ju, <z |1+ - | —= -
2 n 2 n/n n

Vérifions alors que 1’on a 'inégalité :

alors :

1 2
(1) n+ <
n? n+1
(n+1)? — 2n?
RS <0
(D) n’(n+1) —
(I)e —n*+2n+1<0
Le trindbme du second degré ci-dessus admet pour racines 1 — V2 et 1+ /2 donc I'in-
équation est vérifice pour tout n ¢]1 —+/2,1+ /2] et donc en particulier si n > 3. Cette

o . . . 2 .
derniére inégalité étant vraie, on en déduit : u, . < T la propriété a démontrer est
n
donc héréditaire et vraie pour tout entier n > 3.

2. Démontrer que pour tout entier n > 0, (1 +1/2)" est de la forme a,, + b,\/2, oil a, et b,
sont, des nombres entiers naturels.

Pour n =0, on a (14 1/2)° = 1+ 0v/2 qui est de la forme voulue avec ag = 1 et by = 0.
Supposons que pour n € N, on a (14 v2)" = a,, + b,V/2, ol a, et b, sont des nombres
entiers naturels. On en déduit :

(1+v2)"! = (an + b,vV2) (1 +V2)
(1+V2)" = a, 4 20, + (a, + by)V?2

Donc (14 v/2)"*! est de la forme attendue avec a,4; = ay, + 2b, et b,y = a, + by,.
La propriété est héréditaire donc vraie pour tout n € N.



