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Corrigé du devoir à la maison

Exer
i
e 1. Fon
tion bornée

Soient a, b et c trois réels tels que l'on a :

∀x ∈ [−1, 1] ,
∣

∣ax2 + bx+ c
∣

∣ ≤ 1

1. Montrer que a, b et c véri�ent né
essairement : |a| ≤ 2, |b| ≤ 1 et |c| ≤ 1.

En 
hoisissant x = 0, on obtient immédiatement |c| ≤ 1.

Pour x = 1 et x = −1, on obtient |a+ b+ c| ≤ 1 et |a− b+ c| ≤ 1.

Ainsi, |a+ b+ c− (a− b+ c)| ≤ |a+ b+ c|+ |a− b+ c| ≤ 2, i.e. |2b| ≤ 2 et don
 |b| ≤ 1.

On a aussi |a+ b+ c + a− b+ c) ≤ |a + b+ c|+ |a− b+ c| ≤ 2, i.e. |2a+ 2c| ≤ 2, soit
|a+ c| ≤ 1. Ainsi, |a| = |a+ c+ (−c)| ≤ |a+ c|+ |c| ≤ 2.

2. Montrer alors que l'on a :

∀x ∈ [−1, 1] , |2ax+ b| ≤ 4

I
i, il s'agit de remarquer qu'une fon
tion a�ne 
omme x 7→ 2ax+ b est ainsi 
omprise

entre −4 et 4 sur l'intervalle [−1, 1] si et seulement si ses valeurs en −1 et 1 le sont.

Il s'agit don
 de prouver |2a+ b| ≤ 4 et | − 2a+ b| ≤ 4.

On réutilise ( x = 1 ) |a + b + c| ≤ 1 : |a + b + c + (−c)| ≤ |a + b + c| + |c| ≤ 2 don


|a+ b| ≤ 2. D'où |a+ a+ b| ≤ |a|+ |a+ b| ≤ 4.

De même, ( x = −1 ) |a − b + c| ≤ 1 : |a − b + c + (−c)| ≤ |a − b + c| + |c| ≤ 2 don


|a− b| ≤ 2. D'où |a+ a− b| ≤ |a|+ |a+ b| ≤ 4.

3. Montrer que 4 est la plus petite 
onstante telle que le résultat de la deuxième question

reste vrai : pour a = 2, b = 0 et c = −1, l'inégalité 
i-dessus est une égalité en −1 et 1.

Exer
i
e 2. Equation fon
tionnelle

On souhaite déterminer l'ensemble E de toutes les fon
tions f : R∗ → R
∗
qui véri�ent :

∀x ∈ R
∗, xf

(x

2

)

− f

(

2

x

)

= 1.

1. Soit f ∈ E, et y ∈ R
∗
. Pour x = 2y, on obtient :

2yf (y)− f

(

1

y

)

= 1.

f

(

1

y

)

= 2yf (y)− 1.

Et pour x = 2

y
, on a :

2

y
f

(

1

y

)

− f (y) = 1.

f (y) =
2

y
f

(

1

y

)

− 1.

On a don
 bien prouvé :

∀y ∈ R
∗, f

(

1

y

)

= 2yf (y)− 1 et f (y) =
2

y
f

(

1

y

)

− 1.

1



2. En remplaçant le f
(

1

y

)

de la deuxième égalité par l'expression obtenue dans la première,

on a :

∀y ∈ R
∗, f (y) =

2

y
(2yf (y)− 1)− 1.

∀y ∈ R
∗, f (y) = 4f (y)− 2

y
− 1.

∀y ∈ R
∗, −3f (y) = −2

y
− 1.

∀y ∈ R
∗, f (y) =

2

3y
+

1

3
.

Il y a don
 une unique fon
tion qui pourrait appartenir à E, mais on 
onstate que

y 7→ 2

3y
+ 1

3
s'annule pour y = −2 et les fon
tions de E ne s'annulent pas sur R

∗
, don


E = ∅.
Exer
i
e 3. Ré
urren
es

1. On 
onsidère la suite (un)n≥1dé�nie par u1 =
1

2
et un+1 =

1

2

(

1 +
1

n

)

un.

Démontrer par ré
urren
e que un ≤ 2

n
pour tout n ≥ 3.

On 
ommen
e par 
al
uler u2 =
1

2

(

1 +
1

1

)

u1 = 1

2
, et u3 =

1

2

(

1 +
1

2

)

u2 = 3

8
. Ainsi,

on a bien u3 ≤
2

3
.

Véri�ons que la propriété est héréditaire. Soit don
 n ∈ N, n ≥ 3, tel que un ≤ 2

n
, on a

alors :

un+1 =
1

2

(

1 +
1

n

)

un ≤ 1

2

(

1 +
1

n

)

2

n
=

n+ 1

n2
.

Véri�ons alors que l'on a l'inégalité :

(I)
n+ 1

n2
≤ 2

n+ 1

(I) ⇔ (n+ 1)2 − 2n2

n2(n + 1)
≤ 0

(I) ⇔ −n2 + 2n+ 1 ≤ 0

Le trin�me du se
ond degré 
i-dessus admet pour ra
ines 1 −
√
2 et 1 +

√
2 don
 l'in-

équation est véri�ée pour tout n /∈]1−
√
2, 1+

√
2[ et don
 en parti
ulier si n ≥ 3. Cette

dernière inégalité étant vraie, on en déduit : un+1 ≤
2

n + 1
, la propriété à démontrer est

don
 héréditaire et vraie pour tout entier n ≥ 3.

2. Démontrer que pour tout entier n ≥ 0, (1 +
√
2)n est de la forme an + bn

√
2, où an et bn

sont des nombres entiers naturels.

Pour n = 0, on a (1 +
√
2)0 = 1+ 0

√
2 qui est de la forme voulue ave
 a0 = 1 et b0 = 0.

Supposons que pour n ∈ N, on a (1 +
√
2)n = an + bn

√
2, où an et bn sont des nombres

entiers naturels. On en déduit :

(1 +
√
2)n+1 = (an + bn

√
2)(1 +

√
2)

(1 +
√
2)n+1 = an + 2bn + (an + bn)

√
2

Don
 (1 +
√
2)n+1

est de la forme attendue ave
 an+1 = an + 2bn et bn+1 = an + bn.

La propriété est héréditaire don
 vraie pour tout n ∈ N.
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