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Corrigé du devoir à la maison

On étudie dans 
e devoir la suite (xn)n∈N dé�nie par :

xn =

n
∑

k=0

1

(2k + 1)2

Etude de la 
onvergen
e de la suite x

1. La suite (xn) est 
roissante 
ar xn+1−xn =
1

(2n + 3)2
> 0 don
 elle est 
onvergente vers

l ∈ R ou divergente vers +∞.

2. Cal
ulons :

1

4(k − 1) + 2
− 1

4k + 2
=

4k + 2− (4(k − 1) + 2)

(4(k − 1) + 2)(4k + 2)

1

4(k − 1) + 2
− 1

4k + 2
=

4

(4k − 2)(4k + 2)

1

4(k − 1) + 2
− 1

4k + 2
=

1

(2k − 1)(2k + 1)

Si k est un entier et k ≥ 2, on a l'inégalité suivante :

1

(2k + 1)2
<

1

(2k − 1)(2k + 1)

Don
 on peut en déduire :

1

(2k + 1)2
<

1

4(k − 1) + 2
− 1

4k + 2

3. La somme suivante est une somme téles
opique don
 on a pour n ≥ 2 :

Sn =

n
∑

k=2

(

1

4(k − 1) + 2
− 1

4k + 2

)

Sn =
1

4(2− 1) + 2
− 1

4n+ 2

Sn =
1

6
− 1

4n+ 2

4. D'après la question 2, on a pour n ≥ 2 :

xn ≤ 1 +
1

9
+ Sn

xn ≤ 1 +
1

9
+

1

6

Ce
i prouve que la suite (xn) est majorée, don
 qu'elle 
onverge.
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Etude de fon
tions

5. Soient g et h les fon
tions dé�nies pour x ∈
]

0;
π

2

[

par :

g(x) = x− sin x ; h(x) = tanx− x

Ces deux fon
tions sont dérivables sur

]

0;
π

2

[

, de dérivées :

g′(x) = 1− cosx ; h′(x) = tan2 x

Ainsi, les deux fon
tions g et h sont stri
tement 
roissantes sur

]

0;
π

2

[

. Comme g et h

sont 
ontinues en 0 et que h(0) = g(0) = 0, on en déduit que pour tout x ∈
]

0;
π

2

[

,

g(x) > 0 et h(x) > 0 et don
 que sin x < x < tan x.

6. Notre inégalité 
i-dessus 
on
erne trois nombres stri
tement positifs, et la fon
tion in-

verse est dé
roissante sur R
∗

+ don
 on a :

1

tanx
<

1

x
<

1

sin x

Comme la fon
tion x 7→ x2
est 
roissante sur R

∗

+, on a don
 :

1

tan2 x
<

1

x2
<

1

sin2 x

cos2 x

sin2 x
<

1

x2
<

1

sin2 x

1− sin2 x

sin2 x
<

1

x2
<

1

sin2 x

1

sin2 x
− 1 <

1

x2
<

1

sin2 x

Une formule trigonométrique

On a pour tout x ∈
]

0;
π

2

[

:

1

sin2 x
=

1
(

2 cos
(x

2

)

sin
(x

2

))2

1

sin2 x
=

cos2
(x

2

)

+ sin2
(x

2

)

4 cos2
(x

2

)

sin2
(x

2

)

1

sin2 x
=

1

4





1

sin2 x

2

+
1

cos2
x

2





Or on sait que cos
(x

2

)

= sin
(π

2
− x

2

)

don
 :

1

sin2 x
=

1

4







1

sin2 x

2

+
1

sin2 π − x

2






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Etude de la limite de la suite x

On dé�nit la suite (un)n∈N en posant pour n ∈ N : un =
2n−1
∑

k=0

1

sin2

(

(2k + 1)π

2n+2

)
.

7. Cal
ulons u0 =
1

sin2 π

4

= 2.

8. D'après la formule démontrée dans la partie 1.3, la suite (un) véri�e pour tout n ≥ 1 :

un =

2n−1
∑

k=0

1

4









1

sin2

(

(2k + 1)π

2n+3

) +
1

sin2

(

π

2
− (2k + 1)π

2n+3

)









un =
1

4









2n−1
∑

k=0

1

sin2

(

(2k + 1)π

2n+3

) +

2n−1
∑

k=0

1

sin2

(

π(2n+2 − (2k + 1))

2n+3

)









Faisons le 
hangement de variable j = 2n+1 − 1 − k dans la deuxième somme : on voit

que j varie entre 2n+1 − 1 et 2n+1 − 2n = 2n et qu'il faut rempla
er k par 2n+1 − 1− j.

un =
1

4









2n−1
∑

k=0

1

sin2

(

(2k + 1)π

2n+3

) +

2n+1
−1

∑

j=2n

1

sin2

(

π(2n+2 − (2(2n+1 − 1− j) + 1))

2n+3

)









un =
1

4









2n−1
∑

k=0

1

sin2

(

(2k + 1)π

2n+3

) +

2n+1
−1

∑

j=2n

1

sin2

(

π(2j + 1)

2n+3

)









Don
 on a bien un =
1

4
un+1.

9. un = 2× 4n

10. Pour 0 ≤ k ≤ 2n − 1, on a

(2k + 1)π

2n+2
∈
]

0;
π

2

[

don
 :

1

sin2

(

(2k + 1)π

2n+2

) − 1 <
1

(

(2k + 1)π

2n+2

)2 <
1

sin2

(

(2k + 1)π

2n+2

)

1

sin2

(

(2k + 1)π

2n+2

) − 1 <
4n+2

(2k + 1)2π2
<

1

sin2

(

(2k + 1)π

2n+2

)

En sommant 
ette inégalité pour k variant entre 0 et 2n − 1, on obtient :

un − 2n ≤
2n−1
∑

k=0

4n+2

(2k + 1)2π2
≤ un
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11. On note φ l'extra
tion telle que φ(n) = 2n−1 pour tout n ∈ N. On déduit l'en
adrement

suivant de xφ(n) si n ∈ N :

un − 2n ≤ 4n+2

π2
xφ(n) ≤ un

2× 4n − 2n ≤ 4n+2

π2
xφ(n) ≤ 2× 4n

π2

8
− 2nπ2

22n+4
≤ xφ(n) ≤

π2

8

π2

8
− π2

2n+4
≤ xφ(n) ≤

π2

8

Ainsi, on 
on
lut par en
adrement que xφ(n) →
π2

8
.

12. On a vu au début de 
e devoir que (xn) est soit 
onvergente, soit divergente vers +∞.

D'après le 
ours, toute suite extraite de (xn) a alors le même 
omportement que (xn)

dans 
ha
une de 
es deux hypothèses. Don
 la suite (xn) 
onverge vers

π2

8
puisque 
'est

le 
as d'une de ses suites extraites.
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Exer
i
e bonus ave
 
orrigé : Approximation du nombre d'or.

On appelle nombre d'or et on note φ la solution positive de l'équation d'in
onnue réelle x :

x2 − x− 1 = 0.

En parti
ulier, on a φ =
√
1 + φ.

1. Justi�er, sans 
al
ulatri
e, que 1 < φ < 2.

2. On 
onsidère la suite (un) dé�nie sur N
∗
par :

u1 =
√
1, u2 =

√

1 +
√
1, u3 =

√

1 +

√

1 +
√
1

et ainsi de suite,

un =

√

1 + · · ·+
√

1 +
√
1

ave
 n radi
aux.

Exprimer, pour tout entier n supérieur ou égal à 1, un+1 en fon
tion de un.

3. Montrer que, pour tout n ≥ 1,
1 ≤ un ≤ φ.

4. Montrer que la suite (un) est 
roissante.

5. Démontrer que (un) 
onverge vers φ.

6. Montrer que, pour tout entier n ≥ 1,

|un+1 − φ| ≤ 1

2
|un − φ|.

7. En déduire que, pour tout n ≥ 1,

|un − φ| ≤ 1

2n−1
.

Corrigé

1. La fon
tion h : x 7→ x2 − x− 1 est stri
tement dé
roissante sur

]

−∞, 1
2

]

et stri
tement


roissante sur

[

1
2
,+∞

[

. Puisque h(0) = −1, h(1) = −1 et h(2) = 1, elle ne s'annule

qu'une seule fois dans R+, en un point de l'intervalle ]1, 2[.

2. On a tout simplement pour tout n ∈ N
∗
:

un+1 =
√
1 + un.

3. Montrer que, pour tout n ≥ 1,
1 ≤ un ≤ φ.

On prouve 
e
i par ré
urren
e. Pour n = 1, u1 = 1 don
 la propriété est vraie.

Supposons maintenant que la propriété est vraie au rang n, 
'est à dire que 1 ≤ un ≤ φ.

On en déduit par 
roissan
e de la fon
tion x 7→
√
1 + x :

√
1 + 0 ≤

√
1 + un ≤

√

1 + φ,

1 ≤ un+1 ≤ φ.

Ainsi, la propriété est héréditaire don
 vraie pour tout n ∈ N
∗
.
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4. Soit n ∈ N
∗
. On veut prouver que un+1 ≥ un, i.e.

√
1 + un ≥ un. Puisque les deux

nombres sont positifs, 
ela revient à prouver que :

1 + un ≥ u2
n,

0 ≥ u2
n − un − 1,

0 ≥ h(un).

Ce
i est vrai 
ar la 
roissan
e de h sur l'intervalle [1, φ] et le fait que un ∈ [1, φ] nous
garantit que :

h(1) ≤ h(un) ≤ h(φ),

−1 ≤ h(un) ≤ 0.

5. (un) 
onverge vers l ∈ R 
ar 
'est une suite 
roissante et majorée d'après les deux

questions pré
édentes. Par passage des inégalités larges à la limite, on a 1 ≤ l ≤ φ.

Suivant l'indi
ation, on a aussi un+1 −→
n→∞

l, or un+1 =
√
1 + un −→

n→∞

√
1 + l. Par uni
ité

de la limite, on en déduit que l =
√
1 + l. φ est le seul nombre positif qui véri�e 
e
i

don
 un −→
n→∞

φ.

6. On 
al
ule pour n ∈ N :

|un+1 − φ| =
∣

∣

∣

√
1 + un −

√

1 + φ

∣

∣

∣
,

|un+1 − φ| =
∣

∣

∣

∣

∣

(√
1 + un −

√
1 + φ

) (√
1 + un +

√
1 + φ

)

(√
1 + un +

√
1 + φ

)

∣

∣

∣

∣

∣

,

|un+1 − φ| =
∣

∣

∣

∣

∣

un − φ
(√

1 + un +
√
1 + φ

)

∣

∣

∣

∣

∣

,

|un+1 − φ| ≤ |un − φ|
2

.

7. En déduire que, pour tout n ≥ 1,

|un − φ| ≤ 1

2n−1
.

On prouve en�n 
e
i par ré
urren
e. Pour n = 1, 
e
i dé
oule du fait que u1 = 1 et

φ ∈ [1, 2].

Supposons maintenant que 
'est vrai pour n ∈ N
∗
. On déduit de la question pré
édente :

|un+1 − φ| ≤ 1

2
|un − φ| ≤ 1

2

1

2n−1
=

1

2n
.

La propriété est héréditaire don
 vraie pour tout n ∈ N
∗
.
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