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Exerie 1. Une fontion périodique

Soit f : R → R une fontion et a > 0 un réel tels que ∀x ∈ R, f(x) 6= 1 et qui véri�ent la

propriété suivante :

∀x ∈ R, f(x+ a) =
1 + f(x)

1− f(x)
.

1. Caluler, pour x ∈ R, f(x + 2a) en fontion de f(x). Là il faut utiliser le fait que

x+ 2a = (x+ a) + a.

f(x+ 2a) =
1 + f(x+ a)

1− f(x+ a)
.

f(x+ 2a) =

1 +
1 + f(x)

1− f(x)

1−
1 + f(x)

1− f(x)

.

f(x+ 2a) =
1− f(x) + 1 + f(x)

1− f(x)− 1− f(x)
.

f(x+ 2a) = −
1

f(x)
.

2. Montrer que f est une fontion périodique. On reommene ave x+ 4a = x+ 2a+ 2a :

f(x+ 4a) = −
1

f(x+ 2a)
.

f(x+ 4a) = −
1

−
1

f(x)

.

f(x+ 4a) = f(x)

Et f est don périodique de période 4a.

Exerie 2. Équations fontionnelles

Les deux parties de et exerie sont liées, on pourra admettre les résultats de la première partie

pour traiter la deuxième.

1. Soit f : R → R une appliation ontinue telle que :

(R) ∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) = f(x) + f(y).

On pose a = f(1).

(a) Montrer que f(0) = 0. En déduire que f est impaire.

Pour x = y = 0, on a f(0+0) = f(0)+f(0), 'est à dire f(0) = 2f(0) don f(0) = 0.

Si x ∈ R, on a pour y = −x : f(x−x) = f(x)+f(−x), 'est à dire 0 = f(x)+f(−x)
don f est impaire.
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(b) Montrer que pour tous n ∈ N, x ∈ R, f(nx) = nf(x).

Pour n = 0 ou n = 1, la propriété est lairement vraie. Prouvons la par réurrene

pour n ∈ N.

Supposons don qu'elle est vraie au rang n ∈ N, on a alors d'après (R) pour y = nx :

f(x+ nx) = f(x) + f(nx) = f(x) + nf(x). Cei signi�e f((n + 1)x) = (n + 1)f(x).
La propriété est héréditaire, elle est don vraie pour tout entier naturel.

() Montrer que pour tous k ∈ Z, x ∈ R, f(kx) = kf(x). On doit le prouver si k ∈ Z\N,
soit dans un as où −k ∈ N don f((−k)x) = (−k)f(x), 'est à dire −f(kx) =
−kf(x) par imparité de f , d'où f(kx) = kf(x).

(d) Montrer que pour tous r ∈ Q, x ∈ R, f(rx) = rf(x). En partiulier, f(r) = ar.

Soit r ∈ Q, on a don p ∈ Z et q ∈ N∗
tels que r = p

q
. On a alors, si x ∈ R, d'après

les questions préédentes : f(qrx) = qf(rx) et f(qrx) = f(q p

q
x) = f(px) = pf(x).

De es deux égalités, on déduit qf(rx) = pf(x), 'est à dire f(rx) = p

q
f(x) = rf(x).

En partiulier, on a don f(r) = f(r × 1) = rf(1) = ar.

(e) On a admis que si f est une fontion ontinue véri�ant (R), alors on a un réel a tel

que :

∀t ∈ R, f(t) = at.

Réiproquement, toute fontion de la forme f(t) = at où a ∈ R est ontinue sur R

et véri�e (R). Les fontions véri�ant (R) qui sont ontinues sont ainsi les fontions

linéaires.

2. Soit g : R →]− 1, 1[ une appliation ontinue telle que :

(S) ∀(x, y) ∈ R2, g(x+ y) =
g(x) + g(y)

1 + g(x)g(y)
.

(a) On note φ : R → R la fontion dé�nie pour tout x réel par φ(x) =
ex − 1

ex + 1
.

Montrer que φ est une bijetion de R dans l'intervalle ]− 1, 1[, et que φ véri�e (S).

φ est une fontion ontinue et dérivable sur R, de dérivée :

φ′(x) =
ex(ex + 1)− ex(ex − 1)

(ex + 1)2

φ′(x) =
2ex

(ex + 1)2

Ainsi, φ est stritement roissante, ses limites en −∞ et +∞ sont −1 et 1, don φ

est une bijetion de R dans l'intervalle ]− 1, 1[.

Calulons alors :

φ(x) + φ(y)

1 + φ(x)φ(y)
=

ex − 1

ex + 1
+

ey − 1

ey + 1

1 +
ex − 1

ex + 1

ey − 1

ey + 1

.

φ(x) + φ(y)

1 + φ(x)φ(y)
=

(ex − 1)(ey + 1) + (ey − 1)(ex + 1)

(ex + 1)(ey + 1) + (ex − 1)(ey − 1)
.

φ(x) + φ(y)

1 + φ(x)φ(y)
=

2exey − 2

ex+y + ex + ey + 1 + ex+y − ex − ey + 1
.
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φ(x) + φ(y)

1 + φ(x)φ(y)
=

2ex+y − 2

2ex+y + 2
.

φ(x) + φ(y)

1 + φ(x)φ(y)
= φ(x+ y).

(b) En déduire une expression simple, si (X, Y ) ∈]−1, 1[2, de φ−1
(

X+Y
1+XY

)

en fontion de

φ−1(X) et φ−1(Y ).

Pour x = φ−1(X) et y = φ−1(Y ), on a d'après la question préédente :

φ(φ−1(X) + φ−1(Y )) =
φ(φ−1(X)) + φ(φ−1(Y ))

1 + φ(φ−1(X))φ(φ−1(Y ))

φ(φ−1(X) + φ−1(Y )) =
X + Y

1 +XY

On en déduit que φ−1(X) + φ−1(Y ) est l'unique antéédent dans R de

X+Y
1+XY

, don :

φ−1

(

X + Y

1 +XY

)

= φ−1(X) + φ−1(Y ).

() On note h = φ−1 ◦ g, montrer que h véri�e la propriété (R) de la première partie de

l'exerie.

Soient (x, y) ∈ R2
, alulons :

h(x+ y) = φ−1(g(x+ y))

h(x+ y) = φ−1(
g(x) + g(y)

1 + g(x)g(y)
)

On peut appliquer la question préédente ave X = g(x) et Y = g(y) don :

h(x+ y) = φ−1(g(x)) + φ−1(g(y))

h(x+ y) = h(x) + h(y)

(d) Déterminer alors une expression simple de g, et onlure l'étude de l'ensemble des

fontions g : R → R véri�ant (S).

Comme h est ontinue puisque g et φ−1
le sont, on a don d'après la première partie

un nombre a ∈ R tel que ∀x ∈ R, h(x) = ax.

Ainsi, ∀x ∈ R, φ−1(g(x)) = ax don g(x) = φ(ax).

Réiproquement, si g est de ette forme, on a alors si (x, y) ∈ R2
:

g(x+ y) = φ(a(x+ y)) = φ(ax+ ay) =
φ(ax) + φ(ay)

1 + φ(ax)φ(ay)
=

g(x) + g(y)

1 + g(x)g(y)
.

Les fontions ontinues qui véri�ent (R) sont don exatement les fontions de la

forme :

g(x) =
eax − 1

eax + 1

où a ∈ R.
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Exerie 3. Quand la somme des ubes est égale au arré de la somme.

Soit (xn)n∈N une suite de réels tels que :

(R)∀n ∈ N∗, x3

1 + x3

2 + · · ·+ x3

n = (x1 + x2 + · · ·+ xn)
2.

1. (a) Montrer que

n
∑

k=1

k =
n
∑

i=1

(n + 1)−
n
∑

i=1

i pour tout n ∈ N∗
.

On peut le faire omme vu en ours par hangement d'indie i = n + 1− k, ou bien

en érivant que k =
k
∑

i=1

1 don :

n
∑

k=1

k =
n

∑

k=1

k
∑

i=1

1 =
∑

1≤i≤k≤n

1.

On peut alors éhanger les deux indies de es sommes triangulaires :

n
∑

k=1

k =

n
∑

i=1

n
∑

k=i

1;

n
∑

k=1

k =
n

∑

i=1

(n+ 1− i);

n
∑

k=1

k =
n

∑

i=1

(n + 1)−
n

∑

i=1

i.

(b) En déduire

n
∑

k=1

k :

2
n

∑

k=1

k =
n

∑

i=1

(n+ 1);

2

n
∑

k=1

k = n(n+ 1);

n
∑

k=1

k =
n(n + 1)

2
.

2. Montrer que x1 = 0 ou x1 = 1.

D'après la relation (R) pour n = 1, on a x3
1 = x2

1 don x2
1(x1 − 1) = 0, 'est à dire

�nalement x1 = 0 ou x1 = 1.

3. On note Sn =
n
∑

i=1

xi. Montrer que ∀n ∈ N∗, x3
n+1 = 2Snxn+1 + x2

n+1.

Calulons :

S2

n+1 = (Sn + xn+1)
2;

S2

n+1 = S2

n + 2Snxn+1 + x2

n+1;

S2

n+1 − S2

n = 2Snxn+1 + x2

n+1.

Or la relation (R) revient à ∀n ∈ N∗
:

S2

n = x3

1 + x3

2 + · · ·+ x3

n.
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Au rang n+ 1, on en déduit :

S2

n+1 = x3

1 + x3

2 + · · ·+ x3

n + x3

n+1.

Don on a S2
n+1 − S2

n = x3
n+1 et la relation annonée suit.

4. On suppose désormais que ∀n ∈ N∗
, xn > 0. Montrer que l'on a :

∀n ∈ N∗, xn = n

Pour n = 1, on a vue à une question préédente que x1 = 0 ou x1 = 1. Comme on

suppose ii que x1 > 0, on a don x1 = 1.

Montrons maintenant que la propriété est héréditaire : supposons qu'elle est véri�ée pour

tous les entiers de 1 à n. On a alors Sn =
n(n + 1)

2
. De la relation établie préédemment,

on déduit don :

x3

n+1 = 2Snxn+1 + x2

n+1

On peut diviser par xn+1 > 0 don :

x2

n+1 − xn+1 − n(n + 1) = 0.

La fontion x → x2 − x admet le tableau de variations suivant :

x

x2−x

0 1

2
+∞

00

−1

4
−1

4

+∞+∞

L'équation x2−x = n(n+1) admet don une unique solution dans ]0,+∞[, or x = n+1
est lairement solution don on a xn+1 = n + 1.

Ainsi, la propriété est héréditaire don vraie à tout rang.

5. Réiproquement, démontrez que la suite (xn)n∈N dé�nie pour tout n ∈ N par xn = n

véri�e (R). On le véri�e par réurrene. Au rang n = 1, 'est lairement véri�é. Supposons

don que l'on a :

(1 + 2 + · · ·+ n)2 = 13 + 23 + · · ·n3.

On en déduit :

(

n(n + 1)

2

)2

= 13 + 23 + · · ·n3;

1

4
n2(n+ 1)2 + (n + 1)3 = 13 + 23 + · · ·n3 + (n + 1)3;

1

4
(n + 1)2(n2 + 4(n+ 1)) = 13 + 23 + · · ·n3 + (n+ 1)3;

1

4
(n+ 1)2(n + 2)2 = 13 + 23 + · · ·n3 + (n + 1)3;

(

(n + 1)(n+ 2)

2

)2

= 13 + 23 + · · ·n3 + (n+ 1)3;

(1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1))2 = 13 + 23 + · · ·n3 + (n+ 1)3.

Ainsi, la propriété est héréditaire don vraie à tout rang n ∈ N∗
.
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Exerie 4. Étude d'une suite homographique à l'aide de suites réurrentes linéaires d'ordre 2.

On étudie les suites dé�nies par une valeur initiale u0 ∈ C et la relation de réurrene :

un+1 =
aun + b

cun + d

où a, b, c et d sont des omplexes tels que ad− bd 6= 0.
On suppose que l'on a hoisi la valeur u0 de sorte que la suite (un)n∈N soit bien dé�nie.

Soient p0 et q0 deux nombres omplexes tels que u0 =
p0

q0
, on dé�nit les suites (pn)n∈N et (qn)n∈N

par les relation de réurrene suivante :

pn+1 = apn + bqn

qn+1 = cpn + dqn

1. Montrer que l'on a pour tout n ∈ N, un =
pn

qn
. Proédons par réurrene :

� Pour n = 0, on sait que u0 =
p0

q0
par hypothèse.

� Admettons la propriété au rang n, on a alors un =
pn

qn
d'où l'on déduit :

un+1 =

a
pn

qn
+ b

c
pn

qn
+ d

un+1 =
apn + bqn

cpn + dqn

un+1 =
pn+1

qn+1

et la propriété est vraie au rang n + 1.

� Le prinipe de réurrene permet de onlure que l'on a bien un =
pn

qn
pour tout

n ∈ N.

2. Montrer que les suites (pn)n∈N et (qn)n∈N satisfont la même relation de réurrene :

pn+2 = (a + d)pn+1 + (bc− ad)pn

qn+2 = (a+ d)qn+1 + (bc− ad)qn

Les deux relations qui dé�nissent les suites p et q nous permettent d'érire :

pn+2 = apn+1 + bqn+1

qn+2 = cpn+1 + dqn+1

On peut ensuite remplaer qn+1 dans la première égalité, et pn+1 dans la deuxième :

pn+2 = apn+1 + b(cpn + dqn)

qn+2 = c(apn + bqn) + dqn+1
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On remarque en�n que les relations dé�nissant p et q donnent :

pn+1 − apn = bqn

qn+1 − dqn = cpn

On remplae alors bqn et cpn dans notre alul :

pn+2 = apn+1 + bcpn + d(pn+1 − apn)

qn+2 = a(qn+1 − dqn) + cbqn + dqn+1

D'où l'on déduit les deux relations demandées.

3. Appliquer les idées préédentes pour aluler en fontion de n le terme général de la

suite (un)n∈N telle que u0 = 2 et

un+1 =
6un + 5

un + 2
.

On pose p0 = 2 et q0 = 1 de sorte que u0 =
p0

q0
.

On a alors p1 = 6p0 + 5q0 = 17 et q1 = p0 + 2q0 = 4. La relation de réurrene véri�ée

par es suites est :

pn+2 = 8pn+1 − 7pn

L'équation aratéristique de e type de suite est :

(C) r2 = 8r − 7

et ses raines sont r1 = 1 et r2=7. On a don deux nombres λ et µ tels que pn = λ+µ7n

pour tout n ∈ N. La donnée de p0 et p1 nous donne le système suivant :

λ+ µ = 2

λ+ 7µ = 17

On en déduit λ = −
1

2
et µ =

5

2
, et

pn = −
1

2
+

5

2
7n

De même, on a :

qn =
1

2
+

1

2
7n

On en déduit l'expression de un en fontion de n :

un =
−
1

2
+

5

2
7n

1

2
+

1

2
7n

un = 5−
6

1 + 7n
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Exerie 5. Injetions, surjetions, bijetions

1. On note IdE : E → E l'appliation telle que ∀x ∈ E, IdE(x) = x. Soit f : E → E telle

que f ◦ f ◦ f = IdE. Montrer que f est bijetive.

Montrons d'abord l'injetivité en prouvant, pour (x1, x2) ∈ E2
, que f(x1) = f(x2) ⇒

x1 = x2. On suppose don que f(x1) = f(x2) don f(f(f(x1))) = f(f(f(x2))).

Ainsi, puisque f ◦ f ◦ f = IdE, x1 = x2.

Montrons maintenant la surjetivité de f : E → E. Soit don y ∈ E, on doit prouver qu'il

existe x ∈ E tel que f(x) = y. Or f(f(f(y))) = y don x = f(f(y)) est un antéédent

de y par f .

Puisque f est injetive et surjetive, 'est une bijetion.

2. A quelle ondition sur les sous-ensembles A et B d'un ensemble E donné l'appliation :

φ : P(E) → P(A)×P(B) dé�nie pour toute partie X de E par φ(X) = (A∩X,B ∩X)
est-elle injetive ? surjetive ?

� Injetivité :

Prouvons que φ est injetive si et seulement si A ∪ B = E.

Si A ∪B 6= E, on a x ∈ E qui n'appartient ni à A ni à B don :

φ({x}) = ({x} ∩ A, {x} ∩B) = (∅, ∅);

φ(∅) = (∅ ∩ A, ∅ ∩B) = (∅, ∅);

et l'on voit don que φ n'est pas injetive. Par ontraposée, on a déjà prouvé que si

φ est injetive, alors A ∪B = E.

Prouvons maintenant la réiproque, soient don A et B deux parties de E telles que

A ∪ B = E. Dans e as, si X ∈ P(E), prouvons que l'on a :

X = (X ∩ A) ∪ (X ∩B)

Si x ∈ X , puisque A ∪ B = E on est toujours dans au moins l'un de es deux as :

� si x ∈ A alors x ∈ (X ∩A) don x ∈ (X ∩A) ∪ (X ∩ B) ;
� si x ∈ B alors x ∈ (X ∩B) don x ∈ (X ∩A) ∪ (X ∩ B).
La première inlusion est prouvée, si maintenant x ∈ (X ∩ A) ∪ (X ∩ B), dans les

deux as possibles on a bien x ∈ X don la deuxième inlusion est triviale.

Si A ∪ B = E, pour prouver l'injetivité, supposons maintenant que deux parties

X1 et X2 véri�ent φ(X1) = φ(X2) = (C,D). Alors on vient de voir que X1 =
(X1 ∩ A) ∪ (X2 ∩ B) = C ∪D et de même X2 = C ∪D don X1 = X2.

� Surjetivité :

Prouvons que φ est surjetive si et seulement si A ∩B = ∅.
Si A ∩ B 6= ∅, soit x ∈ A ∩ B. Alors ({x}, ∅) n'a pas d'antéédent X par φ ar il est

impossible que X∩A = {x} et X∩B = ∅ puisque x ∈ B. Don φ n'est pas surjetive

et l'on a prouvé par ontraposée que si φ est surjetive, alors A ∩B = ∅.
Supposons maintenant que A ∩ B = ∅, prouvons que φ est surjetive. Soit don

(A′, B′) ∈ P(A) × P(B), notons alors X = A′ ∪ B′
. Il est lair que X ∩ A = A′

et

X ∩ B = B′
puisque A′

et B′
sont inlus respetivement dans A et B eux même

disjoints. Don φ(X) = (A′, B′) et la surjetivité est prouvée.
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