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Exer
i
e 1. Quanti�
ateurs

Soit I un intervalle de R et f une fon
tion dé�nie sur I à valeurs réelles. É
rire ave
 des

quanti�
ateurs les assertions suivantes :

1. f est la fon
tion nulle : ∀x ∈ I, f(x) = 0.

2. f s'annule : ∃x ∈ I, f(x) = 0.

3. f est à valeurs positives : ∀x ∈ I, f(x) ≥ 0.

4. f est 
onstante : ∃c ∈ R, ∀x ∈ I, f(x) = c.

5. f est stri
tement 
roissante sur I : ∀(x, y) ∈ I2, x < y ⇒ f(x) < f(y).

Exer
i
e 2. Rationnels et irrationnels.

1. Si x ∈ Q et y ∈ Q, montrer que x+ y ∈ Q et xy ∈ Q.

Soient x et y dans Q, on a alors a et c dans Z, b et d dans N∗
tels que x = a

b
et y = c

d
.

On en déduit que x+ y = ad+bc
bd

où ad+ bc ∈ Z et bd ∈ N∗
don
 a + b ∈ Q.

De même, xy = ac
bd

où ac ∈ Z et bd ∈ N∗
don
 ab ∈ Q.

2. Si x ∈ Q et y ∈ R \Q, montrer que x+ y ∈ R \Q.
Par l'absurde, supposons que x ∈ Q et y ∈ R \Q, et que x+ y ∈ Q.

On aurait alors y = −1x+(x+y) où−1x ∈ Q (
ar −1 et x sont rationnels) et (x+y) ∈ Q.

On en déduirait que y ∈ Q, 
e qui est la 
ontradi
tion désirée.

3. Somme de deux irrationnels.

(a) Montrer que

√
10 est irrationnel.

Supposons par l'absurde que

√
10 est rationnel, on a alors deux entiers p ∈ N et

q ∈ N∗
tels que

√
10 =

p

q
. On suppose en outre que p et q n'ont pas de diviseur


ommun, 
'est à dire que la fra
tion

p

q
est irrédu
tible. En élevant au 
arré les deux

membres de l'égalité, on obtient p2 = 10q2.

Avant d'aller plus loin, rappelons le résultat suivant que nous avons démontré en 
ours

par 
ontraposée : si p ∈ N véri�e que p2 est pair, alors p est pair. Par 
ontraposition,

il s'agissait de montrer que si p est impair, alors son 
arré est impair. Ce
i se fait en

é
rivant qu'un entier p impair peut se mettre sous la forme p = 2k + 1 où k ∈ N, et

que son 
arré est alors de la forme p2 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1 et est don


impair.

Revenant à notre raisonnement par l'absurde, on observe que p2 = 2(3q2) est pair,
don
 que p est pair et peut s'é
rire p = 2p′ ave
 p′ ∈ N. On obtient alors 4p′2 = 10q2

don
 2p′2 = 5q2, 
'est à dire 2(p′2 − 2q2) = q2. On déduit de 
ette dernière égalité

que q2 est pair don
 que q est pair. Ce
i est en 
ontradi
tion ave
 l'hypothèse que p

et q sont sans diviseur 
ommun, et termine la preuve de l'irrationnalité de

√
10.
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(b) Montrer que

√
2 +

√
5 est irrationnel.

Supposons par l'absurde que

√
2 +

√
5 est rationnel, 
'est à dire qu'il existe a et

b entiers tels que

√
2 +

√
5 =

a

b
. En élevant 
ette égalité au 
arré, on obtient 2 +

5 + 2
√
10 =

a2

b2
don


√
10 =

a2 − 7b2

2b2
. Cette dernière é
riture signi�e que

√
10 est

rationnel, fournissant la 
ontradi
tion désirée.

(
) La proposition suivante est-elle vraie : ∀(x, y) ∈ (R \Q)2 , x+ y ∈ R \Q ?

Cette proposition est fausse : en e�et,

√
2 et −

√
2 sont dans R \Q, mais leur somme

est 0 ∈ Q.

Exer
i
e 3. Une inéquation fon
tionnelle, Suède 1962.

On veut déterminer les fon
tions f : R → R telles que pour tous x et y réels :

|f(y)− f(x)| ≤ 7(x− y)2.

On 
onsidère une fon
tion f qui est solution de notre problème.

On 
onsidère deux nombres x et y réels tels que x < y. On 
oupe l'intervalle [x, y], en n ∈ N∗

parties de même largeur, selon un dé
oupage x0 = x, x1, x2,...,xn = y, de sorte que pour tout

entier k entre 0 et n, xk = x+ k y−x

n
.

1. Ave
 les hypothèses et notations pré
édentes, on note pour tout k entier entre 1 et n :

ak = f(xk)− f(xk−1). Que vaut la somme S =
n
∑

k=1

ak ?

Cette somme est téles
opique don
 on obtient : S = f(xn)− f(x0) = f(y)− f(x).

2. A l'aide des questions pré
édentes, montrer que si x et y sont des réels tels que x < y,

on a pour tout entier n ∈ N∗
:

|f(y)− f(x)| ≤ 7(x− y)2

n
.

On rappelle que l'on a :

f(y)− f(x) =
n
∑

k=1

ak

On en déduit par inégalité triangulaire :

|f(y)− f(x)| ≤
n
∑

k=1

|ak|

Or si k ∈ J1, nK, on a :

|ak| = |f(xk)− f(xk−1)| ≤ 7(xk − xk−1)
2 = 7

(

y − x

n

)2

On en déduit :

|f(y)− f(x)| ≤
n
∑

k=1

7

(

y − x

n

)2

|f(y)− f(x)| ≤ n
7(x− y)2

n2
.

|f(y)− f(x)| ≤ 7(x− y)2

n
.
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3. Ave
 les hypothèses de la question pré
édente, montrer que |f(y)− f(x)| = 0.

Comme

7(x−y)2

n
−→
n→∞

0, on déduit de la question pré
édente que : |f(y)− f(x)| ≤ 0 don


|f(y)− f(x)| = 0.

4. On a montré dans la question pré
édente qu'une fon
tion qui est solution du problème

est 
onstante, puisque pour tous (x, y) ∈ R2
tels que x < y, on a f(x) = f(y). Ré
ipro-

quement, toute fon
tion 
onstante est une solution.

Exer
i
e 4. Cal
uls de sommes

1. Sommes doubles.

Soit n ∈ N∗
, on rappelle que

n
∑

k=1

k2 =
n(n + 1)(2n+ 1)

6
, 
al
ulons les sommes suivantes :

S1 =
∑

0≤i,j≤n

(i+ j)

S1 =

n
∑

j=0

n
∑

i=0

(i+ j)

S1 =
n
∑

j=0

(

n
∑

i=0

i+
n
∑

i=0

j

)

S1 =

n
∑

j=0

(

n(n+ 1)

2
+ (n+ 1)j

)

S1 =
n
∑

j=0

n(n + 1)

2
+ (n+ 1)

n
∑

j=0

j

S1 =
n(n + 1)2

2
+ (n+ 1)

n(n+ 1)

2
S1 = n(n + 1)2

S2 =
∑

0≤i≤j≤n

(i+ j)

S2 =

n
∑

j=0

j
∑

i=0

(i+ j)

S2 =

n
∑

j=0

(

j
∑

i=0

i+

j
∑

i=0

j

)

S2 =

n
∑

j=0

(

j(j + 1)

2
+ (j + 1)j

)

S2 =
3

2

n
∑

j=0

(j2 + j)

S2 =
3

2

(

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

n(n + 1)

2

)
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S2 =
1

4
(n(n+ 1)(2n+ 1) + 3n(n+ 1))

S2 =
1

4
n(n + 1)(2n+ 4)

S2 =
1

2
n(n + 1)(n+ 2)

S3 =
∑

0≤i<j≤n

(i+ j)

S3 =

n
∑

j=1

j−1
∑

i=0

(i+ j)

S3 =

n
∑

j=1

(

j−1
∑

i=0

i+

j−1
∑

i=0

j

)

S3 =
n
∑

j=1

(

(j − 1)j

2
+ j2

)

S3 =

n
∑

j=0

(

3

2
j2 − 1

2
j

)

S3 =
3

2

n(n + 1)(2n+ 1)

6
− 1

2

n(n+ 1)

2

S3 =
1

4
(n(n + 1)(2n+ 1)− n(n+ 1))

S3 =
1

4
n(n+ 1)2n

S3 =
1

2
n2(n + 1)

2. Sommes binomiales.

(a) Pour a et b deux nombres 
omplexes et n ∈ N∗
, rappeler la formule du bin�me de

Newton permettant de développer Zn = (a+ b)n :

Zn =
n
∑

k=0

(

n

k

)

akbn−k

E
rire 
omplètement, sans le signe Σ, la formule ainsi obtenue pour n = 5 :

(a + b)5 = a5 + 5a4b+ 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5

(b) Soit n ∈ N∗
, on note ω = e

2iπ

n
.

i. Selon la valeur de k ∈ J0, nK, 
al
uler :

Sk =

n
∑

p=1

ω−kp.

Sk =

n
∑

p=1

(

ω−k
)p

.
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On distingue deux 
as :

� Si ω−k = 1, i.e. e
−2ikπ

n = 1, 
e qui équivaut à −2kπ
n

≡ 0[2π] 
'est à dire k ≡ 0[n],
alors on a :

Sk =

n
∑

p=1

1 = n,

et 
e
i se produit pour k = 0 et k = n don
 S0 = Sn = n.

� Si ω−k 6= 1, don
 pour k di�érent de 0 ou n :

Sk =
(

ω−k
)

+
(

ω−k
)2

+
(

ω−k
)3

+ · · ·+
(

ω−k
)n

.

Sk =
(

ω−k
)

(

1 +
(

ω−k
)

+
(

ω−k
)2

+ · · ·+
(

ω−k
)n−1

)

.

Sk =
(

ω−k
) 1−

(

ω−k
)n

1− (ω−k)

Sk =
(

ω−k
) 1− e−2ikπ

1− e
−2ikπ

n

Sk = 0.

ii. Montrer alors que l'on a si z ∈ C :

n
∑

p=1

(z + ωp)n = n(zn + 1).

Indi
ation :on pourra é
rire 
ette somme 
omme une double somme, puis permu-

ter les sommes.

n
∑

p=1

(z + ωp)n =
n
∑

p=1

n
∑

k=0

(

n

k

)

zk (ωp)n−k

n
∑

p=1

(z + ωp)n =
n
∑

k=0

n
∑

p=1

(

n

k

)

zkωnpω−kp

n
∑

p=1

(z + ωp)n =
n
∑

k=0

(

n

k

)

zk
n
∑

p=1

ωnpω−kp

Or ωnp = e−2ikπ = 1 don
 on a :

n
∑

p=1

(z + ωp)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

zkSk

D'après la question pré
édente, les seuls termes non nuls de la somme sont pour

k = 0 et k = n don
 :

n
∑

p=1

(z + ωp)n =

(

n

0

)

S0 +

(

n

n

)

Snz
n = n + nzn.

5



Exer
i
e 5. Divergen
e de la série harmonique

On étudie dans 
et exer
i
e la suite (un)n∈N∗
dé�nie par :

∀n ∈ N∗, un =

n
∑

k=1

1

k
.

1. Quelle propriété de la suite (un)n∈N∗
ainsi dé�nie assure que 
ette suite a une limite. De

quel type de limite peut-il s'agir ?

La suite (un)n∈N∗
est 
roissante don
 elle admet une limite qui est un nombre l ∈ R ou

+∞.

2. On dé�nit, pour n ∈ N∗
, vn = u2n − un.

vn =

2n
∑

k=1

1

k
−

n
∑

k=1

1

k

vn =
2n
∑

k=n+1

1

k

On remarque que pour k ∈ Jn+ 1, 2nK, on a

1
k
≥ 1

2n
, d'où l'on déduit :

vn ≥
2n
∑

k=n+1

1

2n

vn ≥ (2n− (n+ 1) + 1)
1

2n

Cette dernière inégalité une fois simpli�ée, assure que : ∀n ∈ N∗, vn ≥ 1
2
.

3. Déduire des deux questions pré
édentes que un −→
n→+∞

+∞.

Raisonnons par l'absurde en supposant que la suite u ne tend pas vers +∞, on a alors

d'après la première question un réel l ∈ R tel que un −→
n→+∞

l. On en déduit que vn =

u2n − un −→
n→+∞

l − l = 0.

Ce
i est 
ontradi
toire ave
 l'inégalité vn ≥ 1
2
valable pour tout n ∈ N∗

.
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