
Devoir 2023-2024

PCSI DM n

◦
8

Devoir à la maison

1 Suites réurrentes

1. On note f(x) =
√
2 + x pour tout x ∈ I = [−2,+∞[.

(a) Prouver la stabilité de I par la fontion f .

On onsidère dorénavant la suite (sn)n∈N telle que s0 ∈ I et véri�ant pour tout n ∈ N :

sn+1 = f(sn).

(b) Représenter sur et énoné i-dessous les di�érents as à distinguer selon s0 ∈ I pour

étudier les variations et la onvergene de la suite (sn)n∈N ( sans preuve mais en

faisant apparaître haque as par la représentation des premiers termes d'une suite

à l'aide du graphe ).
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() Si s0 > 2, dérire omplètement le omportement de la suite (sn)n∈N en prouvant

toutes les assertions.

2. Soit f :]0,+∞[→]0,+∞[ dé�nie par f(x) = 1 + 2
x
. On onsidère la suite réurrente

(un)n∈N véri�ant un+1 = f(un) pour tout n ∈ N et u0 = 1.

(a) Montrer que l'intervalle [1, 3] est stable par f . Que peut-on en déduire sur (un)n∈N ?
Quel est le sens de variation de f sur [1, 3] ?

(b) Soient (vn)n∈N et (wn)n∈N les suites dé�nies par vn = u2n et wn = u2n+1. Montrer que

(vn) est roissante.

() Démontrer que (wn)n∈N est déroissante.

(d) En déduire que (vn)n∈N et (wn)n∈N sont onvergentes et déterminer leur limite res-

petive.

(e) Quelle est la nature de la suite (un)n∈N ?
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2 Bonus de Noël : Irrationalité du nombre π par Erdös

1. Montrer la propriété suivante par réurrene sur n ∈ N : pour toute fontion polyn�me

de la forme Q(x) = qnx
n + qn−1x

n−1 + · · ·+ q1x+ q0 où (q0, q1, · · · , qn) ∈ R
n
, on a pour

tout k ∈ J0, nK :

Q(k)(0) = k!qk

où Q(k)
désigne la dérivée k-ième de Q.

2. Si Q est une fontion polyn�me de la forme Q(x) = qnx
n + qn−1x

n−1 + · · ·+ q1x+ q0, on

note :

J(Q) =

π
∫

0

Q(x) sin x dx

(a) Si Q(x) = q1x+ q0 est de degré 1, montrer que J(Q) = Q(0) +Q(π).

(b) Si Q(x) = q2x
2+ q1x+ q0 est de degré 2, montrer que J(Q) = Q(0)+Q(π)−Q′′(0)−

Q′′(π).

() Prouver que pour toute fontion polyn�me Q, on a :

J(Q) = Q(0) +Q(π)−
π

∫

0

Q′′(x) sin x dx

(d) Montrer par réurrene sur N ∈ N la propriété :

pour tout n ≤ 2N + 1 et tout polyn�me Q(x) = qnx
n + qn−1x

n−1 + · · ·+ q1x+ q0 de

degré inférieur ou égal à n, J(Q) =
N
∑

k=0

(−1)k
(

Q(2k)(0) +Q(2k)(π)
)

.

3. Dans ette question et la suivante, on s'intéresse à la suite de polyn�mes (Pn)n∈N∗
dé�nie

par Pn(x) =
1

n!
xn(qx− p)n où p, q sont deux entiers stritement positifs.

(a) Caluler à l'aide de la formule du bin�me de Newton les oe�ients (a0, a1, · · · , a2n−1, a2n)
tels que Pn(x) = a2nx

2n + a2n−1x
2n−1 + · · ·+ a1x+ a0.

(b) Montrer alors que pour tout k ∈ J0, 2nK, P
(k)
n (0) ∈ Z.

() Comparer, pour x ∈ R, Pn(x) et Pn(
p

q
− x).

Montrer que l'on a pour tout k ∈ J0, 2nK, P
(k)
n (p

q
) ∈ Z.

(d) Déterminer le maximum de la fontion f(x) = x(p− qx) pour x ∈
[

0, p
q

]

, et montrer

alors que l'on a :

max
x∈[0, p

q
]
|Pn(x)| =

1

n!

(

p2

4q

)n

4. On raisonne par l'absurde et l'on suppose que π est rationnel, don que π =
p

q
où (p, q) ∈

N
∗
2

. On dé�nit alors la suite Pn omme à la question préédente, et l'on s'intéresse à la

suite d'intégrales :

In =

π
∫

0

Pn(x) sin x dx

On admet que le résultat de la question 3(d) permet de prouver que In −→
n→+∞

0.

Montrer que pour tout n ∈ N
∗, In ∈ Z

∗
puis onlure.
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