Exercices 2024
PCSI Feuille n° 18

Déterminants

Exercice 1. Manipulation lignes
1+a a a
Montrer que b 1+ b =14 a+ b+ c sans le développer.
c c 1+e¢
Exercice 2. Déterminant trigonométrique
Calculer en mettant en évidence la factorisation le déterminant suivant :
1 cosa cos2a

D=1|1 cosb cos2b
1 cosc cos2c

Exercice 3. Déterminants 3 x 3 et 4 x 4

Soient (a,b,c,d) € R*. Calculer les déterminants suivants :

1 1 1 @ cocb 1 1
c a b ¢
a+b c+a b+c |, c b oa cl a b ¢
ab ca be at vt A
b ¢ ¢ a

Exercice 4. Délerminant de la transposée

Soit A € Moy, +1(R) antisymétrique. Montrer que det A = 0.
Exercice 5. Déterminants de taille n

1. Calculer, pour n € N :

2 1 0 0
1 2
- 1
0 0 1 2
2. Calculer :
0 1 1
1 0
]
1 -« 1 0
3. Calculer :
1 1 1 1
-1

Ind. Exprimer A, en fonction de A,,_1.



Exercice 6. Fonction affine
Soit A = (a; ;) € My(R). On note A(x) la matrice dont le terme général est a; ; + .

1. Montrer que la fonction x +— det(A(x)) est une fonction polynémiale de degré inférieur ou égal

al.
2. Pour a et b deux réels distincts et aq,...,a, € R, en déduire la valeur du déterminant suivant
Q. a ... a
b a9
S
b b a,
Exercice 7. Déterminant de Vandermonde
Soient (a1,...,a,) € C". Montrer que :
1 1 1 1
ai az as Qn
2 2 2. 2
Vilay,...,ap) = a1 a2 as an
alnfl a2n71 agnfl annfl
= H (a; — a;)
1<i<j<n
Ind. Procéder par récurrence sur n en remplacant la derniére colonne par *(1, X,..., X" 1),
Exercice 8. Déterminant circulant
Soient ar, ..., a, des nombres complexes, et w = e2™/™ et A et M les matrices suivantes :
air ag as e (079
as as a4 e al
A= ,
anp a1 ... e an—1
1 1 e 1
1 w w? wn L
M =
1 w1 w2(n—1) w(n—l)(n—l)

Calculer det(AM) et en déduire det(A).



