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Dans tout ce livre, l'usage de la calculatrice est
strictement et formellement interdit.

=
al

Utiliser une calculatrice pour les exercices serait tout simplement absurde :
le but méme de ce livre est de fournir a I'étudiant un outil pour s’entrainer au calcul.

Introduction

Le calcul

Le calcul a parfois été délaissé par 1’école.

On lui reprochait son c6té rébarbatif, on disait que les calculatrices pouvaient s’en charger.
On lui préférait les activités de recherche, plus ludiques, plus intéressantes.
On déconseillait de donner aux éleves des fiches de calcul.

Ce faisant, on a formé des éleves a qui il manquait quelque chose d’essentiel.

Les vertus du calcul

Le calcul a de nombreuses qualités, de nombreuses vertus.

Le calcul est indispensable aux mathématiques.

Sans calcul, les mathématiques seraient un paysage inerte, sans mouvement.

C’est le calcul qui permet de transformer une expression A(x) en une autre expression B(z).

C’est le calcul qui permet de montrer que deux quantités sont égales, que deux choses sont identiques.
Quand on explore une situation mathématique, l'intuition est la boussole, c’est elle qui nous indique la
direction a prendre. Mais c’est le calcul qui permet d’avancer, de passer d’une étape a la suivante.

Le calcul permet de se familiariser avec les objets mathématiques compliqués.

Certains objets mathématiques sont difficiles & appréhender. Qu’on pense par exemple aux vecteurs. On peut
étre dérouté la premiere fois qu’on doit raisonner avec les vecteurs. Dans ce cas, il est conseillé de beaucoup
calculer avec les vecteurs. A force d’en faire, on s’y habitue; a la fin, on n’est plus dérouté.

Le calcul donne des idées.

Face & un probléme mathématique, étre fort en calcul est trés utile. On imagine rapidement ce qui va se
passer, on peut prévoir « de téte » la direction globale du calcul et donc prendre une bonne direction.

Le calcul est comme un échauffement mathématique.
Le calcul est a priori une activité sans piege.

Il suffit de suivre les régles méthodiquement.

Le calcul peut méme étre ludique!




L’intérét du calcul

C’est tres simple.
Si vous voulez bien comprendre les mathématiques, le calcul est indispensable.

Quand on apprend a jouer au piano, faire des gammes est, de méme, indispensable. Elles permettent de
délier les doigts, elles permettent d’ancrer dans les mains des habitudes, des réflexes. Sans gamme, certains
morceaux sont inabordables.

De méme, la pratique du calcul permet de mieux comprendre les mathématiques.

Le cahier de calcul

Le cahier de calcul est 'outil idéal pour vous entrainer au calcul, en toute autonomie.

Il a été congu par une large équipe de professeurs de mathématiques, en lycée et en classes préparatoires,
tous soucieux de vous apporter I'aide et les outils pour réussir.

Comment est-il organisé ?

Trois parties pour chaque fiche

Chaque fiche du cahier de calcul est divisée en trois parties :
e une premiere partie de calculs généraux, destinée & vous entrainer sur les fondamentaux ;
e la partie principale, qui porte sur le théme de la fiche en question;

e une derniere partie, composée de calculs plus avancés, qui est prévue pour ceux qui veulent aller
plus loin.

Des pictogrammes

Le temps de résolution de chaque calcul (incluant la longueur et la technicité du calcul) est symbolisé par :
e des bateaux 4 pour les exercices de calculs généraux ;
e des horloges @ pour les exercices de la partie principale ;

e des roues crantées (? pour les exercices plus avancés.

Des cadres pour les réponses

Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.

Une erreur ¢ Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque d faire,
n’hésitez pas a nous écrire d l'adresse cahierdecalcul@gmail.com. Merci en nous contactant de donner
Uidentifiant de la fiche, écrit en gris clair en haut a gauche de chaque fiche.
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Conventions

suivies dans ce livre

Polyn6mes
Dans ce cahier de calcul, nous avons choisi de noter
les polynomes avec la lettre « X ».

e Ainsi, au lieu de considérer, par exemple, la
fonction

t— 5t — 33 4 25t2 + 10t — 1,
on considérera le polynome
5X*—3X°+25X%+10X — 1.

e On notera généralement les polynémes P ou Q.
Par exemple, on peut poser P = 5X2—3X —2.
e Les polynémes peuvent étre évalués en un
nombre, comme les fonctions.
Ainsi, pour t € R, on peut considérer P(t).
En reprenant ’exemple précédent, on a

P1)=5x1>-3x1-2=0.

On dit alors que 1 est une racine de P.

Définition des variables

Dans certains exercices, nous avons choisi, par souci
de clarté et de concision, de ne pas préciser a quel
ensemble appartiennent les variables.

e Par exemple, on pourra demander de simplifier
I’expression

2—x l1—=x
r+3 b—=x

sans préciser qui est la variable x.

e Dans ce cas, il faudra toujours considérer que
la variable x est implicitement définie et ap-
partient au bon ensemble.

e Dans 'exemple précédent, il est sous-entendu
que x est un nombre réel différent de —3 et 5.

Bons calculs a vous!
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1re-QUAD-01 Fiche de calcul n°1 Polynémes du second degré

Forme canonique

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 1.1 A4
Développer et réduire les expressions suivantes.
a) (2z+3)? .......... d) (—V3t—V15)2 ....
3 2

b) By—4)% .......... e) (52« + 2) ........

) 2 2\’
c (—u aF \/7) ....... f —v—=1 ...

) ) (5" 3
Calcul 1.2 — Quelques factorisations. A4
Factoriser les expressions suivantes.
a) 22—25 ..ol d) v +6u+9........
b) 42 -9 ............ e) 92 —12v+4 ......
2 5 4 2

€) GUIE e ) 222 +10v22+25 ..
Calcul 1.3 — Quelques équations. 44

Résoudre les équations suivantes.

On donnera dans chaque cas l’ensemble des solutions.

2
a) 22=0............. d) <—\/§y—|—\/6) =0
b) 22=17 ............ e) 202 —10=0 ......
3 4
2t 4+ 102 =0 ..... f) —Zp24 = =
c) (2t4+10)*=0 ) 411—1—15 0

Fiche n° 1. Forme canonique 3



Changements de forme
|

Calcul 1.4 — De la forme canonique a la forme développée. 00

Développer et réduire :

a) (X =3)24+7.......... d) V32X -1)2-2V3
3 2
b) 2(X+3)2—5......... e) 4<X+> +1 .
c) —(X+\/§)2—|—6 ..... f) 3 _EX_g 2_2.
2\ 3 3 9
Calcul 1.5 — Formes canoniques (I). L)

Mettre les polynomes suivants sous forme canonique, c¢’est-a-dire sous la forme a(X — a)2 + 8.

a) X2 42X 2

Calcul 1.6 — Formes canoniques (II). 00
Mettre les polynomes suivants sous forme canonique, c¢’est-a-dire sous la forme a(X — a)2 + B.
a) —X?4+4X -5 ........ ¢) —9X?+36X +4 .....
b) 4X%-8X -3 ........ d) —2X?%-20X —17 ....
Calcul 1.7 — Formes canoniques (III). 00
Mettre les polynomes suivants sous forme canonique, c’est-a-dire sous la forme a(X — a)* + 3.
1 9 1
X243X 4+~ ... d) ——X?--X-4.
a) +3X + 1 ) 5 5
1 1 2 3
b) ~X?+X—-1.... X2+ IX 4+ L.
) ¢ X 43Xy
4
¢) ~X?4+8X+ = f) 75)(27%)(77

4 Fiche n° 1. Forme canonique



Calcul 1.8 — Formes canoniques & paramétre (I). 00

Soit A € R*. Mettre les polynémes suivants sous forme canonique, c’est-a-dire sous la forme a(X — a)? + 3.

8) X2 BX A

b)) S X A — 2

C) AXZ A 8K D

Calcul 1.9 — Formes canoniques a paramétre (II). o0

Soit A € R*. Mettre les polynémes suivants sous forme canonique, c’est-a-dire sous la forme a(X —a)? + 3.

4 5

a) —3X2-AX+2 ... c) —gXQ—EAX ........
1, 2\ 3\

b) §X -‘r?X-Fz....

Des représentations graphiques
N

Calcul 1.10 0
Voici la courbe représentative d’un polynéme du second degré. \ Yy /
Quelle est sa forme canonique ?

(a) (X +2) -1 \ /

(b) (X —2)> -1

(©) (X+2)%+1

(@) (X —2)*+1 1

x

............................................................ 0 1
Calcul 1.11 ]

Voici la courbe représentative d’un polynéme du second degré.

Quelle est sa forme canonique 7

(a) —2(X +3)° -4

(b) —2(X —3)*—4 1
(c) —2(X +3)*+4 / \ z
(d) —2(X —3)> +4 o) 1

Fiche n° 1. Forme canonique 5



Calcul 1.12

On considere la fonction f définie par f(z) = 32% + 42 — 2 pour z € R.

Apres avoir calculé sa forme canonique, déterminer quelle est sa représentation graphique.

K
|

—
ui
—
[—
T —
<
—

8
T—
’——"@-

\ T
M1 o [\/
figure 1 figure 2 figure 3
Quelle est sa représentation graphique ?
@ figure 1 @ figure 2 @ figure 3
Calcul 1.13 o
1
On considere la fonction g définie par g(t) = —=t> +t — 1 pour t € R.
Apres avoir calculé sa forme canonique, déterminer quelle est sa représentation graphique.
Y
1
Y t
1
1 t (0] 1
O
/ \ / A
an an / \
ol ¢ 0 t /
1 1 /
| \ / \ /
// \ / \\ // //
\ | [
figure 1 figure 2

Quelle est sa représentation graphique ?

Fiche n° 1. Forme canonique



Calculs plus avancés
(D

Calcul 1.14 — Forme canonique et inégalités. {,?

Dans chacun des cas, déterminer si la proposition est « vraie » ou « fausse » a ’aide de la forme canonique
d’un polynoéme du second degré.

1
a) Va eR, x2+x+1>§ ..... c) Vz€eR, 3z+22 <222 -4 ..
4 61 _ 20
b) VteR, *+3t>—-1........ d) WweR, —v*+—> =
) eER, t“+ 3t > )v6,49v—|—9 ik
Calcul 1.15 — Forme canonique et équations de cercles. {F

Dans chacun des cas, reconnaitre le cercle défini par I’équation cartésienne donnée.

On donnera son centre ) et son rayon r.

a) 22 =20+ HAy 1 =0 ..o

b) 2242 462 —10y+18=10 ..o

2 23
2 2_ - e T T
c) z°+y —=x 3y %6
5 8 193
2 2, 2 S _ _ 19
d) z*+y +2x+3y A Tt

Fiche n° 1. Forme canonique 7



Réponses mélangées

4 25 \? 125
—2(X +5)?+33 _B(XJFE)‘) + A2 N=(1,-2)etr=2

vraie

(?y - %) (%ﬁy + %) 9y? — 24y + 16 (u+3)? g(X +18)2 — g {-5}

5 4
(2t — 3)(2t + 3) 0= <_4_1’_§> et =12 {\/5} u? — 2/ Tu+7 vraie
11 4 25\° 2581 3\ 9
X2 -6X+1 Q= (=,2)etr= —(x+Z) 2= X+2) -S4
0 +16 (2’3)er 5( +48) 4032 ( +2) i
2 2 2
4 16 1 2\ 2)2 3\ 9 2 71
AMx+=) - =2 S(x+28) 22422 X+1)2+1 —2(X+2) -=
<+>\) y e 2<+3> o "4 (X417 + 8( +9> 18
1 2\ 19 9 A2 A2
—X? - 2V2X +4 —(Xx+z — —22 4 -3(X+Z =42
{0}4 V2X + 2( +3) +35 17 6+ 3< +6> + 5t
8
2

Sty 2XCH12X 413 (X42°-5 (© {-V5.vB}  fausse

45 45 1
—9(X —2)2+40  3t>+6vVht+15  (d) {—%%} (X272
5 10 8
- 4z% +12 —2)? 4(X —1)2 - X2 X -
(z —5)(x +5) x® + 122+ 9 (3v—2) ( )2 =7 (@) TR
3 3 19

2 1
Zx24 2 = (= = - 2_)\2_
4X + X—i—lﬁ Q= (-3,5)etr=4 (\/52—1—5) (X +2)) AT =2

4/3X% — 43X — V3 {—\/ﬁ,\/ﬁ} (© fausse —(X-22-1 <X+g>2—2

» Réponses et corrigés page 154

Fiche n° 1. Forme canonique



1re-QUAD-02 Fiche de calcul n°2 Polynémes du second degré

Discriminant et racines I

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 2.1 4
Calculer les nombres suivants.

On attend la forme la plus simple possible.

10 — /16 —6—+12
) S cocommasomanaseznane: ) T cvoansanananana s
p) 2 +6*/§ ......................... a &F 4*/4—8 .......................
Calcul 2.2 A4

Calculer les nombres suivants.

On attend les résultats sous la forme d’une fraction irréductible.

a) 52 —4 X5 X = i, €) —T>—8x=x27 ...............
b) (=6)*+ = x (=7)x 15 d) _5Y* 5y a2
......... . 5 X5

Premiers calculs
(G

Calcul 2.3 — Premiers discriminants. ]

Calculer le discriminant de chacun des polynomes définis ci-dessous.

a) X24+2X+3 oo b) —X?—2X+4 ..

Calcul 2.4 — Calculs de discriminants. o0
Calculer le discriminant de chacun des polynémes définis ci-dessous.

a) 3X2—4X+;—i ................... c) §X2—\/7 —g ................

b) %X2+§X—Z .................. d) @X2+¢§X+£ .............

Fiche n° 2. Discriminant et racines I 9



Calcul 2.5 — Premiéres racines. L)

Déterminer les racines de chacun des polyndémes suivants.

a) X2+2X —4 ... b) —X?-3X+2 ....
Calcul 2.6 — Calculs de racines. 00
Déterminer les racines de chacun des polynémes suivants.
9 1
a) 4X°—-3X + R R R LR LR L R L PR E R TERREPRERPEERRERSTERTEY
1 1
D) S X o X — 3
) 2 + 2 3
1 1
7 G e
c) + 3 3
9 2
d) 3X%-2V2X — S e
Calcul 2.7 — Un polynéme a paramétre. 00

Soit b € R. On considére le polynéme P = X2 4+ bX + 1.

a) Lorsque b = —2, le polyndme P admet-il deux racines distinctes? .........

b) Calculer le discriminant de P en fonctionde b ............. .. ... .. .

¢) Pour quelles valeurs de b le polyndme admet-il deux racines distinctes? ...

Calcul 2.8 — Un deuxiéme polynéme a parameétre. 00

Soit @ € R*, un réel non nul. On considére le polynéme Q = aX? 4+ 3X — 5.

a) Calculer le discriminant de Q ........... ... i

b) Pour quelles valeurs de a le polynéme @ a-t-il exactement une racine? ....

Calcul 2.9 — Un troisiéme polynéme a parameétre. 00

Soit ¢ € R. On considere le polynéme R = 2X?% — 5X +c.

a) Calculer le discriminant de R .......... .. . i

b) Pour quelles valeurs de ¢ le polynéme R n’admet-il aucune racine? .......

10 Fiche n° 2. Discriminant et racines I



Calcul 2.10 — Inéquations (I). 00

Résoudre les inéquations suivantes. On attend le résultat sous la forme d’un intervalle ou de la réunion de
deux intervalles.

a) 207 =BT F 3 >0 o
D) Y A B3y < 2
C) 2 KB
Calcul 2.11 — Inéquations (II). 00

Résoudre les inéquations suivantes. On attend le résultat sous la forme d’un intervalle ou de la réunion de
deux intervalles.

3
a) 4z>1—22 .................................................
2 3
D) Ul SU A = >0
) gutguty
c) U=V 02

Calculs plus avancés
(S

Calcul 2.12 — Propositions paramétrées I. &c?
Soit a € R.
Pour quelle(s) valeur(s) de a la proposition « Vo € R, P(z) > 0 » est-elle vraie?
8) AVEC P = X2 £ 3X — 4 ot
2 1
b) AVeCP:gX —|—2aX+§ ......................................................
3.9 O a
C) AVECP—§X _?X‘i‘i ......................................................

Fiche n° 2. Discriminant et racines I 11



Calcul 2.13 — Propositions paramétrées II. {'.? {'.? C? (?
Soit a € R.

Pour quelle(s) valeur(s) de a la proposition « Vo € R, P(x) > 0 » est-elle vraie ?

a) Avec P = aX2 430X — 4 oot

2
b) AvecP:§X2+2X+§ ......................................................

3 7 a
AVEC P = = X2 — X = o
c) Avec ; £0 I 5
Calcul 2.14 — Un systéme a parameétre. {'? {'.? C? C?

(z—52+(y—5)>% =5

d’inconnues z et y.
y =1tz

Soit t € R. On considére le systeme {

Pour quelles valeurs de ¢ le systéme précédent a-t-il des solutions? ..................

Réponses mélangées

1 4
]—o0, 1[U ;—i—oo[ 73 % ~1-+V5et —1++5 —% -5 non —27

[2 [2 -3—-V17T | -3+17
—3et2 -8 20 a [— 5 E] 25 — 8¢ 5 et 5

25 25 1 29 /15
ae[m,—i—oo[ a€|:074—9:| t€|:§72:| 3 —3—\/§ ae[ 7,-'—00

2+3

25 ) 9 V2-2  V2+2 V19 V19
ce}g,—i—oo{ b* —4 ~20 3 et 3 ]—oo,—2—T U —2—|—T,+oo
3—v5 3 5 3 1 1
b e]—o0,—2[U]2, 40| aucune 8\/_ et +8\/_ —121 9+ 20a 3 —5 et 3
-3—-V17 — v1 4
o aucune { 5 5 7, 3—'_2 7} % |—o0, —4[U]-1, +00] R 3

» Réponses et corrigés page 159

12 Fiche n° 2. Discriminant et racines I



1re-QUAD-03 Fiche de calcul n°3 Polynémes du second degré

Discriminant et racines 11

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 3.1 44
Donner, sous la forme d’un intervalle, I’ensemble des solutions des inéquations suivantes.
4 1 2
a) —2a:>§ ................. c) 2x—ﬁ<§x ............
11 1 1
b) 2e—=2>- .............. d) - == —= = ...
) 2z 525 ) -z + 3 ar 4F 5
Calcul 3.2 44
Simplifier les expressions suivantes, ou n est un entier naturel.
63 x 27°
4+ +1 —il
a) W ...................... C) 3n _377. _7X3n+3n
) 5 122 Q 16711 4 (—4)>m ! 4 (=2)*"
07 ) GE e 0

Factorisation de trinémes du second degré
|

Calcul 3.3 o
Factoriser les trindmes suivants.

On pourra commencer par déterminer les racines des polyndomes en question.

a) X2 TX 412

Fiche n° 3. Discriminant et racines 11 13



Calcul 3.4 00
Factoriser les trindmes suivants.

On pourra commencer par déterminer les racines des polynémes en question.

5 7 1
X2+ X410, 2X2 X4+ ...
a) toX+ c) 5 + 5
1 1 24
b) X24+ZX -2 ........ d) XZ2-Z=X -1 ...
) *3 2 ) 5
Calcul 3.5 00

Factoriser les trindmes suivants.

On pourra commencer par déterminer les racines des polynémes en question.

a) X?—-2X-1..... ¢) X?—-2V5X -4 ..
b) X?-2X-2..... d) 2X?-6X+1 ...
Calcul 3.6 — Factorisation avec un parameétre. 000

Donner la factorisation des trindmes suivants, ou m désigne un parametre réel.

On pourra commencer par déterminer les racines des polynomes en question.

a) X4+ mX —2m? ....... ¢) 2X?+ (m+6)X +3m .

b) X?2-2X+1-2m? .... d) X?2-2X-m? .........

Equations se ramenant a une équation du second degré
N ——————————————

Calcul 3.7 00

Résoudre dans R les équations d’inconnue x suivantes.

Calcul 3.8 000

Résoudre dans R les équations d’inconnue x suivantes.

a) x— =1 ... b) =4-— ...

14 Fiche n° 3. Discriminant et racines 11



Calcul 3.9

Résoudre dans R les équations d’inconnue x suivantes.

a) r+5=vVe+1l ... b) z=1++v22-2

Calcul 3.10

Résoudre dans R les équations d’inconnue x suivantes.

a) Vr+2=+v2r—1.............. b) fﬁzjﬁi—li

Factorisation de polynémes de degré 3

Calcul 3.11 — Factorisation d’un polynéme de degré 3 (I). 00
On considére le polynéme P = X3 — 7X +6.

a) Calculer P(1) ..ot

b) Factoriser P par X — 1 ..ot

¢) En déduire une factorisation de P ........ oo

Calcul 3.12 — Factorisation d’un polynéme de degré 3 (II). 00
On considere le polynéme P = 2X3 4+ 13X? + 16X + 5.

a) Calculer P(—1) ..o

b) Factoriser P par X 4 1 ..oouuniuiii it

¢) En déduire une factorisation de P ......... ...

Calcul 3.13 000
En s’inspirant de la démarche des deux calculs précédents, factoriser les polynémes suivants.

a) X2 3X 2 X L

b) 4AX3 —AX? —5X 3

Fiche n° 3. Discriminant et racines II 15



Calculs plus avancés
(D

Calcul 3.14 — Une équations bicarrée. (?(?

On cherche & résoudre Iéquation z* — 722 + 12 = 0, d’inconnue z réelle.

a) Quelle équation obtient-on en posant y = 227 ...

b) Factoriser le trindme ¢ — 7y + 12 ....ooooiiiii e

¢) En déduire les solutions de ’équation initiale ...................cocoiia..

Calcul 3.15 — Equations bicarrées. C? d}

En s’inspirant de la démarche du calcul précédent, résoudre les équations suivantes, d’inconnue x réelle.

Calcul 3.16 — Ecart entre les deux racines (I). (?(?C?

Soit a un réel. On note « et 3 les deux racines réelles du polynoéme X2 + (a—2)X — 2a.

Déterminer les valeurs de a telles que |a — 8| =1 ..o,

Calcul 3.17 — Ecart entre les deux racines (I1). &C?C?

Soit a un réel. On note « et A3 les deux racines réelles du polynéme X2 — (a2 + l)X + a?.

Déterminer les valeurs de a telles que [a — 8| =1 ...,
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}—oo,—%[ (X—l—\/§)(X—1+\/§) (X—l—\/im)(x—1+\/§m)

3i8\/@ y? —Ty+12=0 (y—4)(y—3) 2(X+1)<X—g)
]—oo,l%[ <X+é>(X—5) {il,i\/g} (X—1)(X—1—¢§)(X—1+ﬁ)

(X —1)(X2+ X —6) 2(X+1)(X+5)<X—i—%> (X—l—\/m2—+1>(X—1+\/m2—+l>
[%,-ﬁ-oo[ (3,1} [—%,-{-oo[ 2(X+ %)(XJF?,) —=

fo+v2} {2} X-m)(X+2m)  (X-1-V2)(X-1+V2)
(X —

(X —1) 2)(X +3) (X —3)(X —4) 2<X— 3+2ﬁ) (X— 3_2*/7> {1,36}
{g} 92 x 37 (X+2)(X+ %) {25} {12\/5} (X +2)(X - 5)
{i2,i\/§} {3 12\/5} ox3nl 2<X - %) (X - }1) 0

(x+3-VB)(X-3-V5) 13x2"  {-1,-3} (X +D(X>+11X +5)

o) (3) (g s(g)(v-5)

» Réponses et corrigés page 163
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1re-POL-01 Fiche de calcul n°4 Polyndmes
Polynoémes I

Quelques calculs généraux pour commencer
S

Calcul 4.1 4
Calculer les expressions suivantes. On donnera le résultat sous forme de fraction irréductible.
2 3 2\? 2 1
e d e
9 3735 ) (3) 315
b £-8,1 2\, 2 16
2 5 3 ......................... e) g ? 3 ............
8 -1\* 2 1\*
C) 2X = — =4+ = .. f - z e
> ; ) (5) ()
Calcul 4.2 44
Résoudre les systemes suivants.
- ) a— b+ ¢c=6
a+ = _
a) {3a—b g e b) 3b+2c=-5 ..........
—3c=—6

Evaluation des polynémes
|

Calcul 4.3 — Une petite mise en jambes. )

Dans les cas suivants, calculer P(a).

a) P=34+9X — X2 —5X% et a=2 . i

b) P=3X" —4X*4+2X? —3X +2 et a=1 .coiurrirriiii

¢) P=3X°—4X*+2X? —3X +2 et a=—1 ...ccooiiiiiiiiiiiiiiiii,

d) P=1-9X2 410X €6 G = =3 .0ttt

@) P=4X —2X2 49— X3 et G =4 oo
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Calcul 4.4 — Avec des nombres rationnels. 00
Dans les cas suivants, calculer P(a).

Les nombres rationnels seront donnés sous forme de fraction irréductible.

2
a) P=3X% —4X2 412 et 0= o it

1 2
b) P=5—§X+§X2+3X3 Bt =3

2 1
c) P:—4X4+§X3+3X2—§X+2 et A= =2

1 5
P=_X3-X?-3X+1 et e
d) 55 + e a 3
1 —2 —4
P=-X—--—"X?>-3X%+1 et e
°) 2 5 tLoer a=
Calcul 4.5 00

Dans les cas suivants, calculer P(a).

Les nombres rationnels seront donnés sous forme de fraction irréductible.

a) P=(BX2—4X+2)(X°-3X+2)—(X?—1) et a=2 .cooovreiiiiiiiiii...

1 1
b) P=§+3X5—(4X4+2X2—3)(X3+2)—§X2 et a=—1 ..o,

Calcul 4.6 — Péle-méle. 000
Dans les cas suivants, calculer P(a).

Les nombres rationnels seront donnés sous forme irréductible et les racines carrées seront réduites.

a) P=X*—2X2—2X% et a=1+V3 ..

b) P:(X2+4)2<3X—%) b A= —V2 e

o) P:(\/§(X2—1)2—2)(3X—%)+84X+33 et a=1-vV2 ...

Opérations sur les polynémes
)

Calcul 4.7 — Développer, réduire et ordonner (I). 00

Développer, réduire et ordonner selon les puissances décroissantes de X les polynémes suivants.

a) (X =D X2+ X H1) o

b) (X +2)(=2X +7) = 22X —3) eoviiriii i

¢) X+(§X+5)(X—;)+1 ................................
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Calcul 4.8 — Développer réduire et ordonner (II). 00

Développer, réduire et ordonner selon les puissances croissantes de X les polyndémes suivants.

a) (X2 =5X +2)(—2X2 47X —1) cooiiiiiiiiiii

b) Xf<X37%X+2)(72X2+X72)76X2 ...............

¢) (X2HV2X +1)(1—V2X +X?)

Calcul 4.9 — Composition de polyndomes (I). 00

Etant donnés deux polynémes P et @, on fabrique un polynéme, noté P o ), en substituant 'expression
de @ & l'indéterminée X dans P. Par exemple, pour P =4X2 - 7X +5et Q= X>—3,0on a

PoQ=4(X2—-3)° —7(X>-3) +5.

Dans chacun des cas suivants, exprimer P o () sous forme développée et ordonnée selon les puissances
croissantes de X.

a) P=2X+4+1etQ=4X 43 . o0,

b) P=4X+3et Q=2X+1 ..ooooeiiiiiiii ..

c) P=2X—-1etQ=3X2—X+1 ......ooocooiiiiiiiiii...

Calcul 4.10 — Composition de polynémes (II). 00

Exprimer P o ) sous forme développée et ordonnée selon les puissances croissantes de X.

a) P=X?-X+1etQ=2X 1 .ccooiiiiiiiiinniinnin..

b) P=X?4+3X41etQ=X34+X -2 .......ooociiiiii..

) P=X4+X-2etQ=X>+3X+1 ...oooeriiiiiiii..

Calcul 4.11 — Composition de polynémes (III). 00

Exprimer P o @) sous forme développée et ordonnée selon les puissances croissantes de X.

a) P=X>—V2X?2 - XetQ=V2X+1 ......................

b) P=X343X2 43X +1etQ=X—2 ....coooiiiiiiiiiii...

20 Fiche n° 4. Polynémes I



Calcul 4.12 — Composition de polynémes (IV). 000

Exprimer P o () sous forme développée et ordonnée selon les puissances croissantes de X.

a) P:(X+1+\/§)(2X—\/§) et Q=X241 .o,

b) P=(X?+1)2X -3)et Q=X>+vV2—1 ..cocoiiiiiiin,

Racines des polynomes
|

Calcul 4.13 — Racine ou pas ? 00
Dans les cas suivants, dire (« oui » ou « non ») si le nombre a est racine du polynéme P.

2 _7
a) P=—-4X"+16X -7 et (S

b) P=X3—3X2-5X —1 et a=—1 .ottt

) P=X>-3X2-5X -1 et a=2-V0 . i

d) P=X*F17TX2412X et a=—2—V3 oot

Calcul 4.14 — Condition pour étre racine. 000

Dans chacun des cas suivants, déterminer les valeurs de m pour que P(a) = 0.

a) P=6mX° - X'+ (m+2)X3—X2—-X4+m et a=1.............cc0....

b) P=X?—(m?+2m—1)X+2m®—2m et a=1+m’ .....................

¢) P=X3+(1-2m)X?>—m(l+m)X+2m*(m—1) et a=2m+1..........

Calculs plus avancés

Calcul 4.15 {?{?{?

On considere le polynéme
P =X —5X°+ (5+ VI7)X? +2X - 4

[5—+/1
Le nombre a = — 577 est-il une racine du polynome P 7 .....................
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Calcul 4.16 — Une formule pour la somme des cubes. FfPF
Soit P un polynéme de degré 4 tel que
Po(X+1)-P=X® et P(0)=0.

a) Déterminer P (sous sa forme factorisée).

On pourra écrire P = aX* +bX3 + ¢X? + dX + e; il s’agira alors de déterminer ses coefficients.

Calcul 4.17 FddE

Dans chacun des cas suivants, déterminer les valeurs de m pour que P(a) = 0.

On pourra chercher des racines évidentes.

a) P=X’—(m*+2)X-2m’+4m et a=2 ...l

b) P=X*-(3m*+2)X —2m® +4m et a=-1+V2....................

Réponses mélangées

178 V24 (2V2 - 1) X + (6 — 2v2)X? 5 1
7+8X —2X2-X+20 —— by={=,=
* + 27 +2v2x° (0.0) = (77
0 oui m=1 ~1-X4+X?-Xx342X*+ X© (a,b,¢) = (1,-3,2) —18(1 + 6v2)
31 18v2 — 28 + (26 — 18v/2) X , 1 -1
- 0 == —63 €42, —
6 +(6v2 — 9)X* + 2X° om o mEg " 73

~1
e 165 1-2X +6X? %7 me {—\@,71,\/5} 748X 0
21
g—g —% me{l,\fz,l—Q\/i} —24+19X — 39X +9X°% 4 7x* —2X°
1 181 12X 4 31X% +45X3 4+ 30X* 5
S Xt X3 - X+1 — —=
10 + 2 +9XP 4+ XSO 6
1 1
25 non 3—6X +4X? 30 1+ Xx* —% oui non
2 73 D)2
SX245X -2 L1100 143X —3X24 X3 n(n+1) 0
3 10 2
11 1 2 X —1)2x2
1+ (64+Vv3) X% 4 2x* g—§X—gx2—1X3—X4+2X5 3 P:%

» Réponses et corrigés page 171
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1re-POL-02 Fiche de calcul n°5 Polynémes

Polynomes 11

Remarque
Dans cette fiche, on présente, a travers des exemples, différentes techniques
pour factoriser un polynéme.

Le but est d’éviter de calculer le discriminant.

Ainsi, dans tous les calculs proposés, on cherchera a répondre sans calculer
de discriminant.

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 5.1 4

Soit a € R. Développer et ordonner les expressions suivantes.

a) (a+1)(a+2)(a+3) ... b) (a—1D(a®+a+1) .....

Calcul 5.2 4
Soient a,b € R. On rappelle que a? — b? = (a + b)(a — b). Factoriser les expressions suivantes.

a) 2X+1)2-25 .... c) 2X2—-16 ..........

b) (X +3)2—(3X+5)? d) X-1)%2-3 ......

Premieéres factorisations
(G

Calcul 5.3 — Factorisez ! 00

En reconnaissant des facteurs communs, factoriser les expressions suivantes.

&) (X —1)(X = 3) + (X +2) (X = 1) eeroeieeee e

d) X(X4+2)+ (X +D)(X4+2)+ (X +2)% i

©) (BX +2)(2X — 1) = (BX 4 2)(TX —4) ovreeeeei e
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Calcul 5.4 — Factorisez, encore ! 00

En utilisant des identités remarquables, factoriser les expressions suivantes.

a) X2-10X+25 .... ¢) 2X%-2V2X +1 ..
b) X?2—3 ............ d) 25— (2X +3)* ....
Calcul 5.5 — Facteurs communs et identités remarquables (I). 00

En reconnaissant des facteurs communs et en utilisant des identités remarquables, factoriser les expressions
suivantes.

€) (X =2)(X 44)+ X2 —4X +4

Calcul 5.6 — Facteurs communs et identités remarquables (II). 00

Méme exercice.

a) (—TX —6)(6X +8) + (36X = 64) vttt

b) = X2 F 814+ (2X 4 3) (=X —9) i

€) (X 43)2 = (2X 4+5)2 = X — 2 i

En utilisant les racines

Calcul 5.7 — Une méthode fondamentale (I). 00

Les coefficients d’un polynome de degré 2 unitaire (c’est-a-dire dont le coefficient dominant vaut 1) sont
reliés & ses racines : si les racines du polynéme P = X2 4+ bX + ¢ sont « et 3, alors on a

[@75=4) « [a7=r]

a) Le polynéme P = X? — 5X + 6 admet 1 comme racine. Quelle est I'autre? ............

b) Le polynoéme P = X 2 _ 12X — 64 admet —4 comme racine. Quelle est Pautre? ........

21 1
¢) Le polyndéme P = X 2 ?X + 5 admet 3 comme racine. Quelle est 'autre? ..........

d) Le polynoéme P = X2 4+ 127X + 372 admet —3 comme racine. Quelle est Pautre? ......
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Calcul 5.8 — Une méthode fondamentale (II). 00

Soit a € R* un parameétre. En utilisant la méme méthode, répondre aux questions suivantes.

1
a) Le polynéme P = X2 — (a + )X + 1 admet a comme racine. Quelle est 'autre? ....
a

b) Le polynéme P = X? —2X + 1 — a? admet 1 + a comme racine. Quelle est 'autre? ...

Calcul 5.9 — Une méthode fondamentale (III). 000

Quand le polynéme n’est plus unitaire (c’est-a-dire quand son coefficient dominant ne vaut pas 1), il faut
modifier les formules ci-dessus : si P = aX? + bX + ¢, avec a € R*, est un polynéme dont les racines sont
a et 3, alors on a

oz—&—ﬁ:—é aﬁ:f.
a

a

a) Le polynéme P = 3X? —4X + 1 admet 1 comme racine. Quelle est autre? ...........

b) Le polynéme P = 2X?% — 5X — 12 admet 4 comme racine. Quelle est autre? ..........

c¢) Le polynéme P = 5X2 + 31X + 6 admet —6 comme racine. Quelle est I'autre? ........

Calcul 5.10 — Avec des racines entiéres visibles. 000

Les polynomes suivants ont des racines entiéres. Les trouver en s’appuyant sur les techniques précédentes
donnant leur somme et leur produit, puis en déduire une factorisation du polynome.

C) —XZFTX =10 o

A) X2 42X = 35 o

@) —XZ 21X F 46 o

£) X2 = 11X = 60
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Calcul 5.11 — A la recherche des coefficients. L)
On consideére le polynéme P = aX (X — 1) +b(X — 1)(X —2) + cX (X —2), ot a,b,c € R.

a) On sait que P(1) =2, que vaut €7 ...

b) On sait que P(0) = —1, que vaut b7 ...t

¢) Onsait que P(2) =4, que vaut a? ...t

En degré plus élevé
)
Calcul 5.12 00

Factoriser les polynémes suivants en produits de polynomes de degré 1.

Calculs plus avancés
(G
Calcul 5.13 C?(?

A Taide d’une identité remarquable, factoriser le polyndme suivant en produit de trois facteurs non
constants.

Calcul 5.14 gl

Factoriser les polynémes suivants en produit de deux facteurs non constants.
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FPPF

Calcul 5.15 — Autour de la formule de Bernoulli.

Etant donné a € R, on a la factorisation suivante :
n—1
X" —a"=(X—a) Z a"FIXE = (X — o) (X" 4 aX 24 a2 X 40,
k=0
Par exemple, avec a = 2 et n = 3, la formule donne X® — 8 = (X — 2)(X? + 2X +4).

Il faut garder a l’esprit que cette identité est valide aussi bien pour a > 0 que pour a < 0.

A Tlaide de cette formule, factoriser les polynémes suivants :

a) X327 ... d) X5+1......

b) X3+1...... e) X' —1......

c) X°-32.....

Calcul 5.16 — Une grande identité remarquable. C? c? {? {?

Factoriser le polynome X2 — 1 en faisant apparaitre au moins 4 facteurs non constants.

Réponses mélangées

(X +1)(X +V2)(X —V2) l-a —(X -5)(X -2 (X —2)(X* +2X° +4X* + 8X + 16)

(X2 +1D)(X —1)(X +1)

XX -1)(X+1)? (=X —14)(6X +8) f%

(X +2)(3X +3) (2X — 4)(2X +6) (2X* +1)? 2 (X2 +V2X +1)(X% - V2X +1)

(X -D)(X?2+ X +1)(X +1)

(X2 X+ 1)(X° £ 1) 124 (X -2)(X-3) —(X-23)(X+2) 10
(4X +8)(—2X —2) (X +7)(X —5) (X +1)(X2 =X +1) a®+6a*+1la +6
(X -1D(2X —1) 2 (X —V3)(X +V3) (V2X +4)(V2X — 4) —g
(X - DX+ X7 4 X (VZX —1)2 (3X+2)(-5X+3) 6 XX -1)(X+1)

+XP 4+ X2 X+ 1)

X(X-2) X(X-1) 16 -2

w| =

(X —2)2X +2)  (2X +8)(-2X+2)  8(X-3)

(X+1D)(X* =X+ X>— X +1) (X% +1)?

L X1+ VB —1-v3)

2

22X -1)(X+1)

(X —15)(X +4)

(3X — 6)(—X —9)

(X —1)(X +2)
(X —3)(X?+3X+9) (X —5)?
a® -1 (BX +9)(—X —2)

X(X - 1)(X +1)

» Réponses et corrigés page 174
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