1re-DER-01 Fiche de calcul n°6 Dérivation

Dérivation 1

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 6.1 — Des puissances. 4
Soit n € Z. Ecrire sous la forme « 2 », avec k € Z, les nombres suivants.
8" x 23
a) 2n + 2n ...... b) 2n X 2n ...... C) W
Calcul 6.2 — Factorisations dans des fractions. 4

Soit n un entier non nul.

Dans chacun des cas suivants, factoriser par B(n) le numérateur et le dénominateur des fractions A(n)
données, puis donner I’expression simplifiée.

n2—2n+1

a) A(n):m et B(TL):TL2 ..................................................
3 2 1

) A(m)= L B = n®
R

Lectures graphiques
)

Calcul 6.3 — Lecture graphique d’un nombre dérivé (I). L)

Dans le repére ci-dessous, on a représenté le graphe d’une fonction f définie et dérivable sur R ainsi que
deux de ses tangentes.
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Déterminer graphiquement :
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Calcul 6.4 — Lecture graphique d’un nombre dérivé (II). o

2N
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N

Dans le repére ci-contre, on a tracé la représentation
graphique d’une fonction g définie et dérivable sur R

ainsi que deux de ses tangentes. I

Déterminer graphiquement :
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Calcul 6.5 — Une courbe, trois tableaux. o0
On considere f1, fs et f3 des fonctions définies et dérivables sur R.

La courbe représentative d’une certaine fonction dérivée, notée ! est tracée dans le repére ci-dessous ainsi
) ’
que trois tableaux de variation.

r | —o0 -1 2 + o0
Ya L
R T | — 00 -2 1 3 + 00
-3 J2 10 "\ @
/ , u fg / \ / \
/ T | — 00 -2 1 3 + 0o

f' est la fonction dérivée de :

@fl ®f2 @f3
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Calcul 6.6 — Un tableau et trois courbes (I). 00

On donne ci-dessous le tableau de variation d'une fonction f’ définie sur R ainsi que les courbes représen-
tatives de trois fonctions : f1, fo et f3.
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La fonction f’ est la fonction dérivée de :

. R o] ]
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Calcul 6.7 — Un tableau et trois courbes (II). 00
On donne ci-contre le tableau r — —4 —1 2 5 oo

de variation d’une fonction f’ +oo

définie sur R et, ci-dessous, les , N / \

courbes représentatives de trois f O\ /0 O\

fonctions : f1, fo et f3. 3 —00
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f’ est la fonction dérivée de :

() f @fz (©) f3

Calculs plus avancés

Calcul 6.8 — Tangente et rayon.
Dans le plan muni d’un repeére orthonormé, on considere le
cercle ¢ de centre O et de rayon 1.

Pour ¢ € |1, 1], on note M(¢) l'unique point du cercle & @
d’abscisse t et d’ordonnée strictement positive, et on note
y¢ Pordonnée de M(¢).

2.3

a) Exprimer la distance OM(¢) en fonction de ¢ ......... ...,

Fiche n° 6. Dérivation I
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b) En déduire une expression de y; en fonction de ¢ ...,

On admet la propriété suivante : si u est une fonction définie et dérivable sur un intervalle I, telle que,

ul

2/u’
¢) Soit f la fonction définie sur |—1,1[ par f(¢) = /1 — 2. Donner l'expression de f’(t).

pour tout z € I,u(x) > 0, alors la fonction v/u est dérivable sur I et on a (vu) =

d) On fixe t € |—1,1[ et on note T la tangente & la courbe €5 au point d’abscisse t.

Donner I'équation réduite de T ........ooiiiii e

e) Donner un vecteur directeur de T ..........ooiiiriiininiiiiiiia...

On notera W ce vecteur.

f) Donner un vecteur directeur de la droite (OM(t)) .......cooovinieiinin....

!
On rappelle la propriété suivante : si U(ZJ:) et E’(z,) sont deux vecteurs, alors @ et U sont orthogonaux

si, et seulement si, z x 2’ +y x 3y = 0.

g) Les vecteurs w et OM(¢) sont-ils orthogonaux? ..............ccooiiei...

Réponses mélangées
N 1_§+L
22" 0 W —t 22 2ty ﬁ
TL2

» Réponses et corrigés page 178
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Fiche de calcul n°7

1re-DER-02 Dérivation

Dérivation 11

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 7.1 4

Donner (sous la forme d’un intervalle) ’ensemble des solutions des inéquations suivantes.

Calcul 7.2 4

Simplifier les fractions suivantes.

25 x 34 33 x 2° 123 x 104
a,) m T T s e e e e w....

Calcul 7.3 44

Soit f la fonction définie sur R par
f(z) = 32° — 10z — 3.

Calculer f(a) pour les valeurs de a suivantes.

a) a:—% ...... c) a:\/?i ...... e) :_1—2\/5
b) a=V3....... d) a:1+2\/§ - f) :\/§2—4

Dérivation de polynoémes
)
Calcul 7.4 ]

Donner I'expression de f’(x) pour chacune des fonctions f suivantes, définies sur R.

a) f(x) =22 +52% —2? =62 +2 ...

1 55 4 353 3 5 592
b) f(z) = 0% T 1% +2a: 0% Tagay e
2210 5 227 28 2?
C) f(l')—T—l' +T_E+Z+46 ....................
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Calcul 7.5 000

Pour chacune des questions suivantes, calculer f'(a).

a) f(@)=523+43x -2 et a=14+V6 ..o

b) f@)=a4+52>—2—1 et a=14+V3 .o

¢) fl@)=2 =222 4210 et @ = —= .

1
d) f(:r)zx4—§:r2+3x—5 €6 @ = A o

Opérations usuelles et polynémes

On admet que les fonctions de cette partie sont dérivables sur leur domaine de définition, qu’on ne cherchera
pas a expliciter, sauf mention contraire.

Calcul 7.6 — Inverses (I). )

Donner I'expression de f’(z) pour chacune des fonctions f suivantes.

Calcul 7.7 — Inverses (II). 00

Donner l'expression de f’(z) pour chacune des fonctions f suivantes.
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Calcul 7.8 — Quotients (I). 00

Donner l'expression de f’(x) pour chacune des fonctions f suivantes.

20+ 3
a) f(x) TR L T
473 — 522 + 3z — 2
b T
) @) s
Calcul 7.9 — Quotients (II). 00

Donner I'expression de f’(z) pour chacune des fonctions f suivantes.

223 — 5a? —2

b e e T
) f@) 2+r+1
Calcul 7.10 — Quotients a simplifier (I). 000
Simplifier les expressions suivantes en enlevant les fractions au numérateur et au dénominateur.
1
- +3
a) f(@) = ————
3
9_°2
T
2 1
te T
b) f(.r) = ﬁ ..................................
_9_Z 4=
x3 + x
A T'aide des calculs précédents, donner 1'expression de f'(x) pour chacune des fonctions f suivantes.
- +3
x
C) f(@) = ————
9_ 2
T
2 1
te Tl
d) f(zx)= GG e
—2- S+ —
x x
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Calcul 7.11 — Quotients a simplifier (II). 000

Simplifier les expressions suivantes en enlevant les fractions au numérateur et au dénominateur.

2¢ + 3
r—4
—x—2
2+

1 —z=2

2z x+2
b) f(fl?) = 3;57—1 .......................................

A Taide des calculs précédents, donner 'expression de f'(x) pour chacune des fonctions f suivantes.

22 + 3
r—4
—r—2
2+

1 —x—2

_ 2z 42
) fla)=ZE

Calcul 7.12 — Signe de la dérivée. 00

Pour chacune des fonctions suivantes, donner I’ensemble des solutions de I'inéquation f’(z) > 0.
On attend les solutions sous la forme d’un intervalle ou d’une réunion d’intervalles.

On commencera par déterminer l’ensemble de définition de f.

1 2
2 _s8t"3
a) f(ac)—gac —?m—&—Q ..... c) f(ac)_%er% ...........
322 -5 1
b) f(x) R RRERERREEE d) f(z)= %.’1,‘2 — %x +5
Calcul 7.13 — Dériver puis factoriser (I). 00
Pour chacune des fonctions suivantes, calculer f/(z) puis factoriser le numérateur du quotient obtenu.
-1
a) f(x)= LR e B
b) fla) = :
xTr) = x3—9x2+27x75 ...............................
-1
c ) =
) 1) 2 — 64r + 21
S -
xXr) = 1 R VR
523+ 522 + 9z
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Calcul 7.14 — Dériver puis factoriser (II). 000

Pour chacune des fonctions suivantes, calculer f'(x) puis factoriser le numérateur du quotient obtenu.

1
a) f(x):%lxd—%z2+2x+3 ..........................
b) f(z)= !  ovemnr U

1
$a3 — 5x2 + 3z — 4

Calculs plus avancés
(S

Calcul 7.15 — Avec des racines carrées. {'F

Si u est une fonction dérivable & valeurs strictement positives, alors la fonction v/u est dérivable et on a

Donner I'expression de f’(z) pour chacune des fonctions f suivantes. On ne cherchera pas a déterminer les
ensembles de dérivabilité.
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Calcul 7.16 — Avec des sommes. (? {,’? (?
Soit n € N*. Dériver les fonctions suivantes, définies sur R.

On note, pourn e N*, nl =1x2x3x---x(n—1)xn et 0 =1.

k=0
o) fl@)=>Y_ SRR R PR R RPRI
k=0
e 3 2k
Q) fl2)=Y" ( (z”;)y ...............................................................
k=0
Calcul 7.17 — Expressions formelles. F&EE

Soient f, g et h trois fonctions définies et dérivables sur R, ne s’annulant pas sur R. Exprimer les dérivées
des fonctions suivantes en fonction de f, g, h et leurs dérivées.

Par exemple, la dérivée de fg+ h est f'g+ fg' + 1.

On pourra utiliser que

(") =nf'f2.

a) fg+gh ..... e) f% ........
f? f

b) ? .......... f) E ...........
fPtg f

c) g g) g

d) g-— % ...... h) fgh .........
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Réponses mélangées

—5zt —d4gd — 22 -2 —11 1 1
—00,—= | U |—=, 108 4+ 30v6
(@ + 2)? (2 - 3)? } > 2[ } 2+°°[ 306

6(z+1+ /22 :c+1—\/E n=l g
(m 3)( 3) 3+5\/g f'g+ 19 +g'h+gh kz_o%

(223 + 622 — 142 +7)°

- _ 23 TV2 32° — 2% + 2z 162° — 222% + 10z + 1
Z(—l)k+ll‘k 1 [0 —I—OO[ /0
= ’ 4 2 —2z3 — 222 — 2 (22 —1)2
= Lk 8 3z +1 —22% 4 82% + 6122 + 80z + 24
D ka 75 9z — 3 (—z — 2)2(z — 4)2
k=1
—22% + 52% + 17w (x — 8)(x+8) —3(x — 3)? f'gh— fg'h+ fgl/
(208 — 200 — U02)® (2 _Gap4+21)° (2% — 922+ 27w —5)° 9*
5 222 — 4 2 69
]2,—%00[ 422 4228 - 2 324 2 vt Y 9N
10 2 2 (%2:53 4222 — 2m) 25
1y 43) z* Bx® 92?  3x 2 —4ad 442 — 222 —1 2t —x
2 rooowm  am o Z
(Lad + 322 4 92)° 2 3 "2 5 3 2(z% — 7)2 227 — 1
11 2f'fg+ f?g' 2?2+ 62— 1 (x+2)?
4 g° (—32°% =322 + 2 -2) (Lo + 202 4+ 4z —1)°

flg—1g , J'h® = 3fHR 23 7 —32+9 3
292\/2 g 1o (5z+42  6(3—22V 2041 7
g

3 2 10 — Lz =104 v94)(z — 10 — /94
i e N VE SR S P R (@ ) LD
—22 422 +38 V3 (2% —ba? + 3z — 4)
2 _ n 2k—1 3
622 + 127 — 1 13 13V5 3 3(3x) 1200 {_Hroo{
2v223 + 622 —x + 3 2 2 = (2k-1)! 7
_ 5 4 3_ 9.2 _ _
23 A : 2% + 204 + 2z 223: 1 (z—1)(z+2) _ 21416V3
(222 — 3z + 4) (22 + x4 1) (Fa? — 22+ 22+ 3)
4 4 3z — 1
3f/f2g2+2f3glg :|—oo,g:| f'gh+ fg'h+ fgh' :|—4—5,+oo|: 322 — 91 — 10
S i e Y N G ¥ e O/ C A ) UL )
2(x3 + 22+ 1)2 2 (gh)?
- —62% —6z+1 9 —(z—3)(=z+3
2:§+1 35 _ 922 3 x m‘g J (z—3)(=+3) .
625 — 2z (3z + 1) 2(32% — 1) AR L )

» Réponses et corrigés page 180
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1re-DER-03 Fiche de calcul n°8 Dérivation
Dérivation I1I

Remarque
Dans cette fiche, on ne se préoccupera pas (sauf mention du contraire) des
ensembles de définition des fonctions considérées.

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 8.1 4

Ecrire sous la forme ax + by + ¢z, ou a, b et ¢ sont des réels.

z—y+z 1

e e e
a) T Tt %

1 =
b) §(x—3y—z)—% .........................................

3r+2y—2z x+y-—2z
Y i Y

c) 3 g e
z+y 1
d) =z 5 g(y T
Calcul 8.2 4

Développer et ordonner selon les puissances de x.

a) (z—1)(@+1)+2(@—2)22 —1) «cceviiriiiiii
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Dérivées de fonctions composées

Calcul 8.3 — Puissances (I).

Déterminer I'expression de la dérivée de f, définie par les expressions suivantes.

Calcul 8.4 — Puissances (II).

Déterminer I'expression de la dérivée de f, définie par les expressions suivantes.

Calcul 8.5 — Produits de puissances (I).

Déterminer I'expression de la dérivée de f, définie par les expressions suivantes.

a) flx)=(1- 233)2(1 - g)Q ...................................

b) f(x)= 2z —1)?Bz+2)*

Calcul 8.6 — Produits de puissances (II).

Déterminer I'expression de la dérivée de f, définie par les expressions suivantes.

Fiche n° 8. Dérivation III
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Calcul 8.7 — Quotients (I). 00

Déterminer I'expression de la dérivée de f, définie par les expressions suivantes.

2 — 1 (1-2)3
=— ... b =" .

2) flo) = ) 1) = Gy iy
Calcul 8.8 — Quotients (II). 00
Déterminer I'expression de la dérivée de f, définie par les expressions suivantes.

1 — 24)6 V2(2 4 V2z)3
8) fla)= 272 py Y22+ V2P

2(1 — ) 1—+2z

Dérivation a partir de relations fondamentales
)

Calcul 8.9 00

On considére une fonction f, définie et dérivable sur R*, et vérifiant, pour tout z réel non nul :
fa) == +a
- .

On note, si z # f%, g(x) = fx + 1) et, si x # 1, h(z) = f(1 — x).

a) Que vaut ¢'(z)? ... c) Que vaut h'(z)? ...
1
b) Calculer ¢’ <2> d) Calculer 2'(1 + v/2)
Calcul 8.10 00
On considere une fonction f, définie et dérivable sur R, et vérifiant, pour tout x € R :
2z
) —
On note, pour tout réel z, g(x) = f(2z + 1) et h(z) = f(1 — x).
a) Que vaut ¢'(z)? ...... ¢) Quevaut A'(z)? ......
1
b) Calculer ¢’ <\f - 2) : d) Calculer A'(2). ........
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Calcul 8.11 000

On considére une fonction f, définie et dérivable sur R, et vérifiant, pour tout « € R :

fl(x) =222+ 1.

On note, pour tout réel z, g(z) = f<m i 1> et h(z) =2f(2 — x).
a) Que vaut ¢'(z)? ... ¢) Que vaut h'(x)? ...
b) Calculer ¢'(2) ..... d) Calculer A'(0). .....

Equations de tangentes
e

Calcul 8.12 — Des équations de tangentes. o0

Pour les fonctions f définies par les expressions suivantes, et pour les réels a suivants, donner une équation
de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a.

a) f(@) =322 —x+1 et a=1 ...ttt

3, 1 B
b) f(a:)—2x —§x+§ e A =2
c) f(:c):12x e @ =2
-z

Calcul 8.13 — Des ordonnées a l’origine. o0

Pour les fonctions f définies par les expressions suivantes, et pour les réels a suivants, déterminer I’ordonnée
a lorigine de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse a.

a) f@)=(x—1)2+ (1 —2)% et a=3 . 0o

b) f(x)zm B T

c) f(x):(l—g)2(2x+l)2 et a:%. .........................................
1 1

d) f(x):m et B3
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Calculs plus avancés
(D

Notation. Si f est une fonction et si @ un réel en lequel f est dérivable, on note T, la tangente a la
courbe représentative de f au point d’abscisse a.

Calcul 8.14 — Intersection de tangentes. {,’?{P
On définit, pour tout = réel, f(x) = 2(1 — z)* et g(z) = 3(1 — x)%. Soit a un réel différent de 0 et 1.

Déterminer 1'abscisse du point d’intersection de Tfq et Tgq oo,

Calcul 8.15 — Tangente passant par un point donné. & d}

On considere la fonction f définie, pour x € R, par
72
=3(1-2)".
(@) .

Dans chacun des cas suivants, trouver les deux valeurs de a € R telles que T , passe par ...

a) le point de coordonnées (0,0) .......ooiuiininiiniinii

1
b) le point de coordonnées (2, O> ...........................................

Calcul 8.16 — Avec un parameétre. c?(?
x

On considére un réel b et, pour x réel, la fonction f définie par f(z) = m
T

a) Pour quelles valeurs de b la tangente Ty o est-elle horizontale? ............

b) Soit @ un réel non nul.

Pour quelle valeur de b (& exprimer éventuellement en fonction de a) la droite T , passe-t-elle par I’origine ?
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Réponses mélangées

T, ] 11 6 1 ey s
127 3Y 737 2’2 (1—2z)3 1-322 /77
3 ot "y 1 1 _le ou
V2 (V2 — /32)3 2z + 1 3 3 V=5 2
24 x 322z 1
21 — 1)2 4z —5)(1— 2 (1——) 622+ 11z — LT
6(2x —1) (L (4 — 5)( x) 5 6z 4+ 1l — 6 1 +6+9
2
1 2x — 2 5 1 x 402 +a+1
— 1 T 2+ 22— (— 2) arars ~1,2
S 3+ (1—2)2 3(“1”: )Qx 2) 3t 6a {=1.2}

1 1
422 — 1)(3x +2)3(9z — 1) 3 EET Y~ %z 122(z — V2)* (22 +V2) 20

3
1 3 4(2 1 1 5 1 1
—9\/5(—3 - \/gm) 3 _AQa+l) —r——y— -z —\222 +4x+11

V3 3+ (22 +1)2 4 47 4 9
2z +7)(1 — x)? 1 3 9 9 1
-2,2 = —-8 - 20% — 4x? 422 — 1 -3 -
{-2,2} y =2z o+ 1) 5 x x4+ 2z x°+ T:
2(V2x +2)%(2v2z - 5) g(g B 2>3 51— )t 8v/2 (1 —2z)°(4x - 5)
(1 —+/2x)2 3\3 11 (x—1)3
23 5 5 1
y= Tx +6 0 oy ge 12(V3+v22)°  —2v/222 — 8z + 9

» Réponses et corrigés page 185
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Fiche n° 1. Forme canonique

Réponses
1) e L4d) . 4v3X? — 4v3X — V3|
2 1
LAD) o 9y? — 24y + 16 LAQ) §X2+3X+T2
1.1C) i u? — 2/ Tu+7 3
146 Sx2 Wy, 8
10d) o (312 + 6v/5¢ + 15 ) 8° "97 "9
1 I3 X+1)2+1
R ) 222—1—624—4 2) X+ +
1.5 D) (X+2)?2-5
1.1 ) 1o 8,1
I — vV — —v -
25 5 9 1.6a) —(X -2 ~1
1.2 a) ........................... (.’1;75)(1'4’5) 1.6 b) ....................... 4(X—1)2—7
12b) .......................... ’(2t_3)(2t+3)‘ 1.6 C) ......................... ’—9<X—2)2+40‘
12¢) (ﬁy_ 2) (\/Ey+ 2) 16 )i | —2(X +5) +33]
37 I\ 37T
3 2
1.2d) o (u+ 3)? 178) (X+2> -2
1.20€) o (3v —2)2 1
1.7h) Z(X+2)2—2
120) 2
) (\fz”’) 2 , 503
1.7 C) ....................... §(X+18) —?
13 8) e {0}
2
9 2 71
1.3b) i {—m,m} L7d) _8(X+9) T 13
1 30) .................................... {—5} 1 2 2 1
1.7€) e | X+ _,_E
2 3 36
1.3d) o {\/5}
4 25\ 2581
L7 — X+> -
1.3€) et { V5, 5} ) 5( 48) 4032
4\f4\/5 1.8 a) X+§2—9+/\
1.38) {— } OB 2 4
1
1.4a) oo X? - 6X +16 1.8D) i 1(X+2)\)27>\272
1AD) . [2X2 + 12X +13] ;
1.8 ¢) A<X+4> 1 45
T o I - -
14C) o X2 - 2V3X +4] YR
154 Réponses et corrigés



A2 A2
1.9a) o —3<X—|—6> + 542
1 22\2  2)2 3\
1.9 b) ............... 2<X+3> —74—74
1.9¢) Ax By 2 125
................ - - =

11
..... Q=== -1
<2,3)etr

5 4
Q= <_4,—3> etr_\@

2, 4 (V2N _(2Y
1.2 ¢c) Onagy5_<3y> (\/5) _(

Réponses et corrigés



Fiche n° 6. Dérivation 1

Réponses
n+1 _
B.la). ... 6.48). it L ese _t
) 2 Vi
6.1b). 6t 3]
...................... —t 1
" 6.8 d =
6.1¢).oiiii 6 ® ). |v N A
S 6B
6.28) .. ... Lot 1
2+ 3 6.6 .o () 6.8¢)......... il -
: V-
6.2 1) 1-24+ .5 6.7 o ()
........... T - ;
6.5 2) ] 68D oM,
.............. Yi t
6.38). . i [0]
6.8¢g). ...
6.3b). i 6.8b)............... V1 —¢2 8) oul

Corrigés
2 TL21 2+L 1_Z+L
6.2 a) OnaA(n)*n 22n+17 ( n 5"2): n 3"2
2n2 4+ 3 n?(2+ %) 2+ 5
3 _ g2 n(1-32 4% 1-34 4
6.2 b) OnaA(n):n 3? +1_ ( 0 ";) = 7 ";.
nd — - 4 5n "3(1_%"'77) 1—5-+ %

6.3 a) Le nombre f'(—2) est le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse —2. Par lecture graphique,
on a f'(—2) = 0. En effet, la droite T> étant paralléle & I’axe des abscisses, son coefficient directeur est égal & 0.
6.3 b) Le nombre f'(2) est le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse 2. Par lecture graphique,
on obtient que le coefficient directeur de la droite T} est 2, d’ou f'(2) = 2.

6.5 La courbe représentative de la fonction f’ nous permet de déterminer le signe de f'(x) pour tout = € R.
Pour 2 € ]—o0, —2] U[1,3], on a f'(x) < 0 et, pour = € [~2,1] U [3, +oco[, on a f'(x) > 0.

La fonction cherchée est donc croissante sur les intervalles [—2, 1] et [3, +-00[ et elle est décroissante sur les intervalles
]—00,—2] et [1,3]. C’est donc la fonction fs5.

6.6 D’aprés le tableau de variation de f’, on a : pour tout = € ]—oo0, —2] U [2,4], f'(x) < 0 et, pour tout
x € [~2,2]U[4, +o0[, f'(x) > 0. La fonction cherchée est donc croissante sur les intervalles [—2, 2] et [4, +oco] et elle
est décroissante sur les intervalles |—oco, —2] et [2,4]. C’est donc la fonction fs.
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6.8 b) Le point M(%) est un point du cercle ¢ de centre O et de rayon 1. Donc, on a OM(¢) = 1. En utilisant
I'expression de OM(t) trouvée a la question précédente, on en déduit que /t2 + y2 = 1. D’olt 752—|—yz2 =1, c’est-a-dire
ytz =1-¢. Or, par définition, on a y; > 0; donc, on a y, = /1 — 2.

—2t —t
Co/1-2 J1I-

6.8 c) La fonction f est dérivable sur |—1, 1] et, pour tout ¢t € ]—1,1[, on a f'(t)

1
6.8 g) Ona OM(?) ) et @ —t . On calcule
v Vi

—t —t
Ex 14y x — —tx14+/1—2X — =t —t=0.
“Wr Ao p Vi

N B —
Donc, les vecteurs w et OM(t) sont orthogonaux.

On a montré que la tangente en M(t) au cercle ¥ est perpendiculaire au rayon [OM(t)].
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Fiche n° 7. Dérivation 11

Réponses
_ _ 7.5 ¢) 5 2v/2
7.1 a) ............................... ] TO, +00 i L1 S B O B I R ) 9
3 r 3
2 T5d) . =
TLD) [7,+oo ) 3+5ﬁ
-3
4 B a) —
TLC) e = +00 a) (3z +1)2
- 3 —4x
8 T6D) . —_—
T1d) oo } —o0, —¢ ) (222 — 3z +4)2
2
+ 6z —1
9 76 ) m
T2 A) e E c) (_%fd — 32 4z — 2)
2 2 _
To2 D) oA 20" —dz+2
3 (_72953—&—2952 —230)2
T2C) e 1200 :
7.7b) —22% 4+ 52 + 17z
0 2 ) % ............... (23 — 324 — %x2)2
23
10 T8 aA) —_—
7 3 b) .................................. 6 — ﬁ a) (_51» + 4)2
69 1623 — 2222 + 10z + 1
_22 78Db) v
7 3 C) .............................. 25 2\/§ ) (21‘ _ 1)2
23 7V2 —5zt — 423 — 2% -2
7.3d) . oo LB T2 g i
4 2 (23 4+ x)
13 13v5 5 4 3 9,2
7.3 e) .............................. ? — T 7.9 b) ............. 21’ + QI + 2:E 2256 1
(x24+2+4+1)
T3 ) 35 — 22V/2 3r 1
TA0A) oo
Teda) |82% + 152% — 20 — 6 2z 3
3 2
24 5x3 972 31 710 b 3x° —x® + 2z
7.4b) ................... ?—74‘7_? : ) """""""""""""" _2333_23:2_2
x° x 7.10 —l
7.4C) ........... 4YT9+2I67?*3I2+§ B C) .............................. m

4 3 2
TBA) e 108+30V6|  710d)............ — ;(4395 = 279” +)22f’5 —2
>+ +1
75 D) 21 +16V/3

223 + 522 + 3z
—22 422+ 8
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2v+1
7-11 b) ............................... m
7.11 0 —2x% + 823 + 6122 + 80z + 24
Alc) ..., T
—622 — 6z + 1
7-11 d) ......................... m
TL28) i {iﬁroo{
TA2D) o [0, +o0]
1 1
712¢) i :|—OO,—2|:U:|—2,+OO|:
4
7.12 d) ............................... :|OO75:|
7.13 a) (z+2)°
................. TN
7.13 b) —3(z —3)°
A3D) . & 90’ 1 27057
(x—8)(z+8)
TA3C) i, > 5
(% — 64z +21)
(1:L'+3)2
TA3d) i 2
(2% + 322 + 92)°
7.14 a) (z —1)(z+2)
(Fad — §a2 + 20 + 3)2
TAAD) oo —le—s)lers)
(47 + kot — o - 1)
6(x+1+ /) (e +1-/2)
714c¢)........
) (223 + 622 — 142 + 7)°
iy — _ 10—
7.14d)...... (2 — 10+ Vod)(@ - 10 5 vod)
(éaﬁ — 522 + 3z — 4)

3r—1
322 — 22— 10

622 4+ 122 — 1

2213 + 622 — 2+ 3

6

7 —3z+9
B—x)2V 2z+1

—42° + 423 —

202 -1 [zt —=z
2(zt — x)? 222 — 1

....... ikxkfl
k=1

) - (71)k+1xk71

n—1 (Ek

.......... kZ:O a0

— 3(3z)2F1
2 (2k —1)!

k=1

('g+ fg +g'h+ gl

2f' fg+ f2q
e e 972

(Bf'f? + 9" )gh —

(f>+9)(g'h+gh")

(gh)?

, f/h3_3fh/h2
T

3f'f2g° +2f%'g

f'gh — fg'h + fgh'

g2

flg—1dg'

2 /f
29\/;

f'gh+ fg'h+ fgh'
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Corrigés

12° x 10"  (2%)® x 3% x 5* x 2*

2 o4
72¢)  Ona oo = o pcmyr -~ 0% x 2= 1200,
2 1+2V2+2 3 V2
7.3 d) On = ) =12 + 5
2v/2 -4
7.3 f) Onaa= \[2 =/2 — 2, ce qui alldge les calculs.
! 4 3 3 2 3
7.4 b) Onaf(x)—l—XE) m——2><4:r +§><3a:——><2x—0
7.5a) Ona f'(z)=15z"+3.
7.5 b) Ona f'(z) = 32" + 10z — 1.
7.5 ¢) Ona f'(z)=3z> —4z +1eta= -
7.5 d) Ona f'(z) =4z —2+3
7.6 a) On pose u(z) =3z + 1. On a u'(z) = 3 donc f'(z) = :;(Lx(;) = (395_—&—31)2
—(4g —
7.6 b) On pose u(x) = 22° — 3z + 4. On a u/(x) = 4z — 3 donc f'(z) = M
7.8 a) On pose u(x) = 2z + 3 et v(x) = —5z +4. On a u'(x) = 2 et v'(z) = —5. Donc
1oy 2(=bx+4) — (2x +3) x (=5)
Fle) = (—5z + 4)2 :
7.9 a) Pour le dénominateur, on a (—2° — z)* = (2 + z)?
7.10 a) On multiplie le numérateur et le dénominateur par z.
7.10 b)  On multiplie le numérateur et le dénominateur par z
—8zt +82% — 142?44 — 4 2(—4a* +42® — T2 + 22 — 2)
7.10 d t "(z) = =
) On trouve fi(z) (245 + 227 + 2)2 A(z® + 22 1 1)2
7.11 a) On multiplie le numérateur et le dénominateur par z — 4 et par z? 4+ z. On trouve :
) = (2z+3)(z® +2)  22°+52° + 3z
C(z—4)(~v-2) —x2+4+22+8°
7.11 b) On multiplie le numérateur et le dénominateur par 2z et par x + 2. On trouve :
Fla) = (x+2)—2z(—x—-2) 2z+1
T (B2 —-1)(22)(z +2) 623 — 2z
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1
7.12 b) Onan:Rcarx2+1#Opourtoutace]&etf/(m):(Zixl) Or on a (z* +1)® > 0 donc f'(z)
est du signe de 16z.
7.12 ¢) Onalav—i—1 0 <= z= —fdoncD R\{—f}etf() 375D0nc our tout z € D
: 2Ty T - 1= 6(2z + 1)2 P f

f'(x) > 0 comme quotient de nombres strlctement positifs. Donc I’ensemble des solutions est Dy.

. 1 4 16
7.12 d) FEtudions §$2 7 + 5. Le discriminant de cette expression est A = % = 10 < 0; dong, il n’y a pas de

x4+ 4
racine et %mQ — %m +5 # 0 pour tout € R donc Dy = R. De plus, f'(z) = —52 Le dénominateur

4
étant strictement positif, f'(z) est du signe de —x + E

, —32% + 18z — 2 —3(z* —
7.13b) Ona f(zx) = — Su”+ 18z = 27 5 = 3(z” — 6z +9) 5. On conclut avec la deuxiéme identité
(z3 — 922 4 272 — 5) (23 — 922 4 27z — 5)
remarquable.
x? — 64
7.13¢c) Ona f(z) On conclut avec la troisieme identité remarquable

. Le numérateur est de degré 2. On cherche ses racines. Le discrimi-

7.14a) Ona f'(z)=
) F @) Fad + 322 -2z +3
nant est A =9; il y a donc deux racines : 1 et —2. Ainsi, le numérateur est égal & (z — 1)(z + 2).

—a? — jx+ % 1 3
7.14b) Ona f'(z) = —+——"—. Le numérateur est de degré 2 et a pour racines ~ et —=.
32° + 2% — - 24

62° + 122 — 14
7.14¢) Ona f'(z) = (2x3+6$2—14az+7

322 + 6z — 7, qulapourracmes—l—w t—1—|—1/

—fas + 10z — 3
(5x — 522 +3x—4 )2

u'(z) 3z —1

. Le numérateur est égal & 2(3z° + 6z — 7). On étudie alors

Le numérateur a pour racines 10 — v94 et 10 + v94.
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7.16 a) Pour tout k € {1,2,...,n},

la dérivée de & — z" est  — kz" ', On conclut en utilisant que la dérivée

d’une somme est la somme des dérivées.

1 2" AN
7.16b) Siu(z) = (—1)*" T alors u'(z) = (—1)** A
716 c) Siu(r)= ﬁ alors v’ (x) = LAV i " = ! A
’ k! k! Ix2x...x(k—1)xk I1x2x...x(k—1)
n " 1 n—1 qjk
En dérivant f, on trouve donc Z m, ce qui se réécrit en ; R
) (3x)%F 32k / ok 2k op _ 3(3x)* 1
7.16 d S = = ————, alors 3 = .
) Stul@) =g = T Al w (@) (2k)! (2k — 1)!
7.17b) La dérivée de f2 est 2f'f.
7.17 ¢) La dérivée de fPrgest3ffi+g.
7.17 d) La dérivée de h® est 3h'h°.
7.17 ¢) La dérivée de f2 est 3f"f2 et celle de g* est 2¢'g.
g g h—gh' f fe- figlhfzgh/
7.17 f) La dérivée de 5 est =———=— donc la dérivée de 5 est % Pour simplifier ’expression, on
g n %

termine en multipliant par h? le numérateur et le dénominateur.
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Fiche n° 8. Dérivation II1

Réponses
77 1
8.1 a) .......................... El’ gy —+ §Z
81Db). o %x — Zy - iz
14 11 13
) a4 —y— —
8-1¢) 15° 157 15"
5 5 1
8.1 d) ........................... 6 — éy — gz
8.28) i |22% — 42® + 20 — 1]
342 1
8.2 D) et % + % +3
B2C) . |—622 4 112 — 6]
) 1
8.2d) . i —32% + o —
8.3 a) it 6(2x — 1)?
2/x 3
8.3 D) it - (§ - 2)
8.3 C) —5(1 —x)*
6
803 d) ................................ m
8.4a) . . i 12(vV3 + V2z)®
1 3
8.4Db) ..o —9\@< — 6z
V3
—24
B C)ev i L
6
84 d). . S
) (V2= VBo)
8.58) e (42 — 5)(1 — 233)(1 - %)
85b) ... 4(22 — 1)(3z +2)*(9z — 1)
8.6a). ..., 12z(z — V2)3 (22 + V2)

1 2
8.6b)....enn.... 222 +7) (Qx - 2) (% + 2)
1
BT A) i R(EETE
8.7b) 7(22L'+7)(17;L')2
TD) e+ 1)
(1 —2z)5(4z — 5)
88a). .o i - @1
8.81) 2(v2z + 2)%(2v/2z — 5)
8b). AT
2
89a) . .t 4x+2x+1+2
8.9 D) i
1
89 C) ............................ T + fl — 1
3
8.9d). i =
V2
42z +1)
A08) o T
8-10 a) 3+ (22 + 1)2
8.10D) ..t ¥
20 — 2
8.10C) i N
1
810 d) ..o 3
1
8lla)..ooviiiiinniniinn.. 5\/2x2—|—4m+11
1
8AL D) .o —
V3
2 B ) —2v222 —8x+9
811 d) i
8.128) .ot
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1z 11 1
8.12Db) ..t —71—3 813 d) .. E
8.12C) i 614 10 +a+1
23 ba
812 d) ... y="=+6
4 815 8) ..\t {—2,2}
8.13 a,) ...................................... 8.15 b) ............................. {71’2}
1
B3 D) it E 8.16 a) { 1 1}
. 2 2 —, =
272
8.13 5
R R R R ERERRRRRRRE 2 BB D) [0]
Corrigés

8.4 c) On calcule

f/(f‘)z—?X?(l—?w)(l—gf—%x2(1—2a;)2(1_5)

2
= (—4(1 - g) - —2m))(1 —22:)(1 - g)

:(,4+2x71+21)(1*2x)(17§)

= (4z — 5)(1 —23;)(1 - %)

flx)=2x22c—1)Bx+2)* +3x 42z — 1)*(3z + 2)*
= (4(3z + 2) + 12(2z — 1))(2z — 1)(3z + 2)°
= (36x — 4)(2z — 1)(3z + 2)°
=42z — 1)(3z + 2)*(9z — 1).

F(@) = 4z — V225 + VI +2 X 2z — v2) (20 + V)
= (82: +4vV2 —da + 4\@)@ —V2)* 2z 4+ V?2)
= 12z(z — V2)*(2z + V2).
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8.6 b) La dérivée de f se calcule comme la dérivée d’un produit. Pour z € R, on a

fl(x) =2x3x (2$—%>2(§+2)2+%x2x (29[;—%)3(§+2)
(593 D) (1) G
- (e 1) G

= g(2x+7)<2mf %)2<§+2>.

1

flx)=2x6x(=2)1—-22)°1—x)°+ % X (=2) x (=1)(1 —2z)°(1 —2)~?

2
=—6(1-22)°1—2)?+(1—-20)°1—a)?

=(1-22)°1—2) (=601 —z)+ (1 —22))
=(1-22)°(1 —2) 4z — 5).

g'(m):fo'(2m+1):4x+L+2

2¢ +1
8.9 c) Soit « un réel tel que 1 —x # 0. Alors h est dérivable en x et on a
’ ’ 1
h(:c):—f(l—x):x—i—j—l

, 1(m+1> 1 (z+1)?
== =24/2 1
g(@)=3f{— 3 g+
2
=% 2($+;) +9:1\/2(x2+2x+1)+9:%\/2x2+4x+11.

8.12 a) La fonction f est dérivable sur R et, pour tout  dans R, f'(x) = 6z — 1.

Une équation de la tangente a la courbe de f en 1 est

y=f)+f()(x—1)=3+5x~—1)=5z—2.

8.13 a) La fonction f est dérivable sur R et, pour tout  réel, f'(z) = 2(z — 1) — 3(1 — z)°.

Donc, la tangente au point d’abscisse 3 a pour équation
y=Ff3)+ f(3)(z—3)=—-4—8(x—3)=—8x+20.

Donc, 'ordonnée a l'origine de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse a vaut 20.
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1 1
8.13 ¢) La fonction f est dérivable sur R \ {—5} et, pour tout z dans R\ {—5}, on a

fl(z)=2x (—%) (1— g)(2m+1)2+2 X 2 x (1— 2)2(2254—1)

= (7(2m+1)+4(1 - g))@ - g)(2x+1)
= (—4x+3)(1 - g>(21’+ 1).

Ainsi, comme f’(%) =

9 1
) = goonen déduit qu’une équation de la tangente au point d’abscisse 3 est
_9
Y=

T T P

2/ 27 4 4 472
P - 3

Donc, 'ordonnée a ’origine vaut —.

8.13d) Siz# f%, ona f'(z) = ﬁ Donc une équation de la tangente en 1 est
SRR P
Y8 8\"73) 71
Donc, 'ordonnée a ’origine vaut —.
8.14 On fixe un réel a. Les équations de Ty 4 et Ty o sont

Tia:y=2(1-a)-6(1—-a)(z—a)
Tya:y=31-0a)’—-6(1—a)(z—a).

Le point de coordonnées (z,y) appartient a Ty, et & T4 o si et seulement s’il vérifie I’équation
21 —a)® —6(1 —a)*(z —a) =31 —a)’ —6(1 — a)(z — a).
On résout cette équation. On a les équivalences suivantes :

2(1 —a)® —6(1 —a)*(x —a) =3(1 —a)> —6(1 — a)(z — a)

— 6(1 —a)(x—a)—6(1—a)’(z—a)=31-a)’—-2(1-a)

— 6(1—a)a(z —a) = (1—a)’*(1 + 2a)

@xfa:% (car a #0 et a # 1)
— x:a+(1—a)é;+2a) :4a24g;+1.

8.15 a) Soit a un réel. La tangente a la courbe de f au point d’abscisse a a pour équation
3 3/ o
yzi(afZ)fo(a 74).

3 N .
Cette tangente passe par (0, 0) si, et seulement si, 0 = ~1 (a2 - 4), c’est-a-dire si, et seulement si, a = 2 ou a = —2.
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1
8.15 b) La tangente passe par (57 O) si, et seulement si,

c’est-a-dire si, et seulement si, (a — 2) — (a — 2)(a + 2) = 0, c’est-a-dire si, et seulement si, (¢ —2)(—a —1) =0; ou
encore si, et seulement si, a = 2 ou a = —1.

yoy (bp)? +1—z(22b®) 11— 2%
PO =" r1e ~ o v

Une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 2 est

2 1 — 4b? (-2
= x—2).
Y= 21 T (a2 +1)2
. . . 2 NPT . 1 1
Cette tangente est horizontale si, et seulement si, 1 — 4b” = 0, c’est-a-dire si, et seulement si, b = 5 oub= —5

8.16 b) On fixe un réel b et un réel a. Une équation de la tangente & la courbe de f au point d’abscisse a est

a n 1 — a?b? (@ —a)= a . 1 — a%p? n 1 — a?b? .
a?b?+1  (a?b%+1)2 T a2 +1 (a?b2 +1)2  (a?b%2+1)2

y:

Cette tangente passe par ’origine si, et seulement si,

a 1—a?b?
—a =0.
a?b? +1 (a?b? +1)2
Or, on a les équivalences
a 1—a2b? 1 1 — ab?

0 <= =0

2 11 (a2 +1)2 @2+ 1 (a2 1)

a’b® +1 — (1 — a®b?)

(a2b2 + 1)2 =0
2a2b? -0
(a2b2 + 1)2
<~ b=0.
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