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Probléme

On souhaite déterminer toutes les fonctions f : Ry — R vérifiant les deux propriétés suivantes :

V(z,y) € R%, f(z+1y) > f(x) + f(y) (on dit que f est sur-additive), (1)
Y(z,y) € R2, f(zy) = f(z)f(y) (on dit que f est multiplicative). (2)

1. Soit « un réel supérieur ou égal a 1.

(a)

Montrer que pour tout réel x > 0, (1 + x)* > 1+ z“.
On note :
h:Ry —-R

h:z—1+z)*—-1-2a

On remarque que h est dérivable et que 'on a :
Ve € Ry, B(z) = a(l + )% ! — ax®t.

Or a — 1 > 0 donc la fonction x — 2%~ ! est croissante sur R,. On en déduit que pour tout
x €Ry,onah(zx)>0.
h est donc une fonction croissante, et 'on déduit du fait que hA(0) = 0 que h est & valeurs
positives : Ve € Ry, (14+2)* —1— 2% > 0.
En déduire que pour tout (z,y) € R2, (z +y)® >z + y°.
Si z ou y vaut 0, cette inégalité est une égalité et est donc vérifiée.
Si z et y sont différents de 0, on a alors d’aprés la question précédente appliquée au nombre

x .
x\ z\*
(1+5) 21+ (%)
Yy Yy
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y° <1+x> >y <1+“’)
Yy Y
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(0 +D) 2y +ar
(y+2)* =y +2°
On considére la fonction f: Ry — R définie par f(z) = z®.
Justifier que f est solution du probléme posé.

D’aprés la question précédente, f est sur-additive. Or on sait que :

«a

Va,y € Ry, (xy)® = z%y“.

On en déduit que f est multiplicative et est donc une solution du probléme posé.

Quelles sont les fonctions constantes solutions du probléme étudié ?

Une fonction constante en la valeur C € R est solution si et seulement si C > C + C et
C = (0?.Ces deux conditions signifient respectivement que C' < 0, et que 0 = C(C — 1). On
en déduit que la seule solution constante est la fonction nulle.

Dans toute la suite du probléme, on considére une fonction f non constante qui est solution
de celui-ci.



(b)

(e)

(f)

Montrer que l'on a alors f(0) =0 et f(1) = 1.

Ona f(0x0) = f(0)f(0) et f(04+0) > f(0)+ f(0) d’ou I'on déduit d’une part que f(0) =0
ou f(0) =1, et d’autre part que f(0) < 0. Ainsi, f(0) =0.

Puisque f n’est pas constante, on a x € Ry tel que f(x) # 0.

Alors f(1xx) = f(1)f(x) dou f(z)(1—f(1)) =0et donc 1— f(1) =0 c’est a dire f(1) = 1.
Prouver que Vo € Ry,Vn € N*| f (2") = f(z)™.

On le prouve par récurrence sur n € N.

Pour n = 1, f(z') = f(z) = f(x)' donc la propriété est vraie.

On suppose dorénavant que f(z™) = f(x)™ pour un entier n € N*. On a alors :

F@™h) = fa" x @) = f(@") f(2) = f(2)" f(x) = Flz)" .

La propriété étant héréditaire, elle est vraie pour tout entier n € N*,

Prouver que Vo € R%, f(z) #0 et f (%) = ﬁ
Pour z € R%, on a en effet :

On en déduit que f(z) # 0 et que f (1) = A

Prouver enfin que Vo € R%, f(x) € R%.

Siz € Ry, ona f(z) = f(Vo x vz) = f(vVz) x f(Vz) = f2(Vz) > 0 donc f(z) € R.
Montrer que f est croissante.

Soient xz, y € R tels que x < y. Alorsonay—x > 0et :

f)=flx+y—=2)=>fl2)+ fly—=)

Or f(y —x) € Ry done f(x) + f(y — ) > f(x) et U'on conclut : f(y) > f(x).

3. On considére encore dans ces derniéres questions une fonction f non constante qui est solution
du probléme.

(a)

Justifier que In(f(2)) est bien défini et que In(f(2)) > In(2).
In(f(2)) est bien défini car f(2) € R% d’aprés la question 2(d).

fR)=fA+1)=f1)+f1)=2

Donc on a f(2) > 2 d’out In(f(2)) > In(2) par croissance de In.

Justifier : Vo > 0,3lq € Z, 29 < x < 291 Soit = € R, cette double inégalité équivaut par
stricte croissance de la fonction In & :

qIn(2) <In(z) < (¢+1)In(2)
In(z)

< — 7 1
1= @) <17

O? )sait en effet qu’il existe un unique ¢ € Z vérifiant ceci, il s’appelle la partie entiére de
In(x
In(2) "

Soit & > 0 un réel et p un entier naturel.
On convient de noter g, l'unique entier relatif tel que 2% < 2P < 20p+1,



i. Déterminer la limite du rapport %” lorsque p tend vers +oc.
On a en appliquant la fonction In qui est croissante :

In(2%) < In(z2P) < In(2%T1)

4 0(2) < pIn(a) < (g, + 1) In(2)

4 _ (@) _(gp+1)
p~ In(2) = p

In(z)
In(2)

La deuxiéme inégalité nous donne

— L <% o Pon a donc :
p=p

In(z) 1 < W In(x)
@) > p @)
On en déduit que %’3 tend vers % lorsque p tend vers +oo.

ii. En observant I'encadrement f(2)% < f(z)P < f(2)%*!, justifier :

dp ln(f($)) qQp + 1
pSh(f@) S p

L’encadrement observé provient de la croissance de f et sa multiplicativité.

11 suffit de le passer & la fonction In pour en déduire :

4 In(f(2)) < pIn(f(z)) < (gp + 1) In(f(2))

On en déduit la double inégalité voulue en divisant tout par pln(f(2)).
In(f(x)) _ In(f(2))

Hg 1 Lo _
iii. Si x # 1, en déduire que In(z) In(2)

On peut en effet conclure de la question précédente 'encadrement :

In(f(z)) 1
In(f(2)) p

dp

< =<
p

In(f(z)) _ =

In(f(z))
f

On en déduit que %” tend vers lﬁ( ) lorsque p tend vers +oco d’ott :

(@) ()
In(x) In(2)

In(£(2))
In(2)

In(In(f(2)))  In(2)

(d) On pose a = > 1. Justifier que :

Ve e Ry, f(z) =z

On a en effet si z € RY : lnl(nf(gf))) =qa dou :

et donc f(z) = z“ en passant a I’exponentielle.
Pour z =0, on a bien f(0) =0 = 0~



