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Corrigé du devoir surveillé

Exercice 1. Une fonction périodique

Soit f : R — R une fonction et a > 0 un réel tels que Vo € R, f(x) # 1 et qui vérifient la propriété
suivante :

VxeR,f(m—i—a):%‘;Ez;.
1. Calculer, pour z € R, f(z + 2a) en fonction de f(z). La il faut utiliser le fait que z + 2a =
(x +a)+ a.
1
f(z+2a) = 11_;0%13
1+ f(x)
i
f(z+2a) = T @)
)
_1-f@)+1+ f(z)
T2 = = 1= f
f(x+2a):—ﬁ.

2. Montrer que f est une fonction périodique. On recommence avec  + 4a = x + 2a + 2a :

1
f(z+4a) = Tt
flx 4+ 4a) = — 11
f(@)

f(x+4a) = f(x)
Et f est donc périodique de période 4a.

Exercice 2. Minoration de z¥ + y*

1. Déterminer le minimum, que I’on notera m, de la fonction g : z = 2 sur RY .
Cette fonction est définie pour tout x € R par :

rzlnz

g(z) =e

On en déduit qu’elle est dérivable sur R% et que l'on a pour x € R :

1
J(z) = (Inz + z=)etn®
x

On en déduit que ¢'(x) est du méme signe que Inx + 1, soit négative sur ]0,e~1] puis positive
sur [e~!, +o0[. Cette fonction atteint donc son minimum en e~! et celui-ci vaut :

m=g(e™")



2. Soient x et y tels que 0 < y < x < 1. Démontrer que :
Wyt >mt +mE
x

Yy N L . . .
On commence par remarquer que z¥ = (z%)= d’ou I'on déduit par croissance de la fonction
Y .
t +— t= puisque m < z% :

me < (xx)%
(1) m= < aV
Ensuite, on part de I'inégalité :
m <z
On en déduit en multipliant par 'inverse de x :
m 1

— <zt
T

Or  — 1 < 0 donc la fonction ¢ — t*~! est strictement décroissante et I'on en déduit puisque
y<uw:
xl‘—l S y$—1

De ces deux inégalités, on déduit alors :

m
_< z—1
x_?/

Et on multiplie ceci par y pour obtenir :
y x

2) m= <

(2) m~ <y
I1 ne reste plus qu’a ajouter les deux inégalités (1) et (2) pour obtenir 'inégalité demandée.

3. En déduire que V(z,y) € ]Rf,xy +y® > 1.
On traite d’abord le cas ou les deux réels x et y sont strictement inférieurs a 1. Quitte & échanger
x et y, ce qui ne change rien a I'inégalité & prouver, on suppose également que y < x.
Suivant l'indication, on étudie la fonction f(t) = m!+ mt pour t € [0,1] :
ft) =™ 4 mt

Cette fonction est dérivable de dérivée :

f'(t) = Inme''"™ 4 m
f/(t) _ _671676_115 + 676_1
fl(t) _ _eflfeflt 4 efe’l
Orl<edoue®<lie —1<—e L
A fortiori, pour ¢ € [0,1] : =1 — e~ < —e~! donc :
-1

_1_e—1 _
elet<ee

On en déduit que 0 < f’(¢) donc la fonction f est strictement croissante d’ou :
Y
r0) <£(2)
x
1<f (g)
x
Puisque I'inégalité prouvée a la question précédente signifie :
f (y) <z’ +y”,
x
on a bien prouvé que 1 < z¥ + y*.

Dans les cas ot  ou y est plus grand ou égal & 1, on a respectivement 1 =1¥ < z¥%oul =17 < y*
donc I'inégalité précedente est encore vraie.



4. Montrer que I’on ne peut pas remplacer 1 par un nombre strictement plus grand dans la question
précédente.

Pour y =1, on a donc :
Y +yt=r+1

Ceci tend vers 1 quand « tend vers 0, donc x¥ 4+ y* ne peut pas étre minoré par un nombre
strictement plus grand que 1.

Exercice 3. Somme de quatre modules

1. Soient u et v deux réels, établir I'inégalité :
Jul + o] < fu+ o]+ [u—wvl.

Suivant l'indication, on trouve que a = %(u+v) et b = 3(u — v) sont tels que u = a + b et
v=a-—b.
Or on sait d’apres l'inégalité triangulaire que :

la+ 0] <'la| + 0] (1)
la =0 <la| +| = b] (2)

De ces deux inégalités, on déduit en les ajoutant :

la 4+ b| + |a — b < 2|al + 2]b].

1
§(U—U)

Jul + Jv] < |u+ o] + [u—v].

1
ul + 1o < 2|0

+2]

2. Soient x, y, z et t des nombres réels, prouver que ’on a :
| + [yl + |2 + [t} < |z +yl + o+ 2| + [z + ] + [y + 2| + [y + [ + |z + £].
D’apres I'inégalité précédente appliquée a x et youa zett,on a:

lz| + |y < |z +y|+ |z —y|
2| +[t] < |z + 8]+ |2 —

On en déduit que :

() |2 + lyl+ 12l + [t < o+ yl + |2+t + [z —y[ + 2 = 1].

On applique alors 'inégalité démontrée dans la premiére question & (z —y) et (z —t) :
lz—yl+lz—t <[z—y)+ (- +|z-y)—(z-1)]
lz—yl+lz =t <[x+2) = (y+ ) +]z+1) - (y+2)|

Or l'inégalité triangulaire nous assure que :

[z +2) = (Y + )] <o+ 2]+ [y + 1 (3)
[z +1) = (y+2)[ < |z +t]+|y+ 2] (4)

On déduit de ces deux derniéres inégalités que :
(@ +2) =+ O+ +8) = (y+2) <le+ 2]+ ]y +t[+ ]+t + ]y + 2]
Avec cette inégalité et (J), on obtient enfin :

le| + yl + 2| + |t < |z +y|+ |z +t|+ |+ 2|+ |y +t|+ |z +t|+ |y + 2]



Exercice 4. Inégalité de Ptolémée

1. Montrer que I’on a pour tous (a,b) € C*? :

a b

B la — b]
lal> o] Tallp]
On calcule d’abord :
a b [ (L_i><i_i>
a2 [b]? [ [b]2) \lal*  [b]?
a b 12 a2 B> ab+ba
[af | T Jaf o TaPP
a b |? 1 1 ab + ba
P " WP| TP TR~ TaPP

Puis on calcule :

la—b]\*> (a—b)@—b
<|a||b|> — Jal?pl?
la — bl 2_\al2+]bl2—bd—a5
<\a! !b!> - |al?[b]?
|a — b 2_ 1 1 ab + ba
(W) a2 T2 faPl?

Ainsi, les carrés des deux nombres positifs que 'on étudie sont égaux, donc ces deux nombres
sont égaux.

Montrer que I'on a pour tous (z,y, z) € C3 :

[zl ly — 2| < |yl [z — 2| + |2| |z — y|.
Calculons :

[zl |y — 2| = |2(y — 2)| = |2y — 22| = vy — 2y + yz — 22| = |(z — 2)y + (y — @)z
Or on a par inégalité triangulaire :
l(z —2)y+ (y —2)z| < [(x — 2)y| + |(y — z)2|

et il ne reste plus qu’a écrire |(z — 2)y| = |y||z — z| et |(y — z)z| = |z||x — y| pour conclure
3. Montrer l'inégalité de Ptolémée :

(@, y,z,w) € C o —yllz —w| < |z — 2| ly — w| + |z — w| |y - ].

On applique l'inégalité précédente avec 2’ =z —y, v =w—yet 2’ =2 —y

lt —yllw—y—(z-y)|<|lw—-yllz—y—(z—-y)|+|z—yllz -y — (w—-y)|

[z —yl|lw— 2| < |w—yllz = 2]+ [z =yl [z — w].



