Devoir 2023
PCSI DSn°1

Corrigé du devoir surveillé

Exercice 1. Equations variées

Résoudre les équations ou inéquations suivantes d’inconnue x € R :

1.
22 —3x+2

i )

Le trinome S(x) = 22 — 3z + 2 a pour racines 1 et 2 donc on a :

>0

S(x) = (x—1)(z —2).
Le trinéme U(x) = —2? + x + 2 a pour racines —1 et 2 donc on peut écrire :
U(z) = —(x+1)(z —2).

L’inéquation n’a de sens que si « ¢ {—1;2}. Si c’est bien le cas, on peut simplifier le numérateur et le
dénominateur par (z — 2) et obtenir :
z—1

— >0
r+1

On en déduit ( au moyen d’un tableau de signe par exemple ) que I’ensemble des solutions est : |—1,1]

=82 -9=0

On pose V(X) = X? —8X — 9. Ce trinéme a pour racines —1 et 9.

Ainsi, les solutions de ’équation sont les x € R tels que 22 = —1 ou 22 = 9. On en déduit qu’il y a
exactement deux solutions a ’équation : —3 et 3.

22" — 92% + 142® — 92 +2 =0
Cette derniére équation n’a pas pour solution 0, et pour = # 0, on peut tout diviser par 22 afin d’obtenir :

9

22 -9z 4+ 14—+ = =0
X

2
z2
En posant u = z+ 1, on a u? = % + % + 2 donc 2% + 5 = u? — 2. Ainsi, x est solution de I’équation si

et seulement si u vérifie :
20u* —2) —9u+14=0

2u?2 —9u+10=0

Les deux solutions de cette derniére équation sont u; = 2 et us =

Nt

Il nous reste, dans chacun des deux cas, a résoudre 1’équation x + % = u, qui équivaut & :

1
r—u+—-—=0
x

2
— 1
x uxr + 0

T

2 —ur+1=0

Pour u = 2, le discriminant A est nul et 'unique solution est z = 1.

5, on a deux solutions z = 2 ou z = 1.

L’équation admet un ensemble de 3 solutions : {1, 1, 2}.

Pour u =



Exercice 2. Valeur absolue

1. Résoudre les équations ou inéquations suivantes :

(a) |z — 4] =[x - 8|
On cherche un réel x qui est & égale distance de 4 et de 8 : il y a donc une unique solution qui est 6,
au milieu entre les deux nombres.

(b) |z + 2| < 3.
|z — (=2)| < 3.
L’ensemble des solutions est donc composé des réels dont la distance & —2 est inférieure strictement
ad:

|-2-3; —243[=]-5; 1]

() [x+1=4—|x—3|

On commence par un tableau de signe des expressions dans les valeurs absolues :

x —00 -1 3 +00
r+1 — 0 +
r—3 — 0 +

On distingue donc trois cas :

i. Si x € |—00,—1], on résout :
—rz—1=4+4+z -3,

r=-—1.
Il y a donc une solution dans cet intervalle : —1.

ii. Si x €]—1,3], on résout :
r+1=4+z—-3,

1=1.

Tous les nombres de I'intervalle |—1, 3] sont donc bien des solutions.

ili. Si @ € ]3,400[, on résout :
r+1=4—x+43,

2x =6,
r =3.
Il n’y a donc pas de solution dans cet intervalle.
Conclusion : ’équation admet pour ensemble de solutions [—1, 3].
2. On considére la fonction g définie pour tout x € R par :
g(z) = [a* — |z + 2|
Exprimer g(x) sans les valeurs absolues en distinguant plusieurs intervalles pour x.
On commence par distinguer deux cas selon le signe de x + 2.

(a) Siz < —-2,2+2<0etl’ona|z+2 =—z—2. La fonction a alors pour expression :
g(z) = |a* +x+2|.

Le calcul du discriminant A = —7 de ce trindme dans la valeur absolue nous indique qu’il est toujous
de signe positif donc :

g(x) =a2* + 2 +2.



(b) Si—2<z,0<z+2etlonalz+2|=x+2.
La fonction a alors pour expression :

g(z):‘zQ—:p72|.

Le trinome dans la valeur absolue a deux racines : —1 et 2. On en déduit son tableau de signe :

x -2 -1 2 +o00

22—z —2 + 0 — 0 +

On distingue donc encore trois sous-cas :

2 _x—2.

i. Sixz €]-2,-1], on a donc g(z) =z
ii. Si x €]-1,2], on a donc g(z) = —2? +z + 2.
iii. Si z €]-2,+o0[, on a donc g(r) = 2% —z — 2.
Exercice 3. Second degré avec un parameétre

Pour m € R, on pose :
fm(z) = 2% — (m + D) + m.
1. Etude de f5 :

(a) Mettre fo(x) sous forme canonique, déterminer ainsi les coordonnées («, 5) du sommet de la parabole
Cy,.

fo(z) = 2% — 32+ 2

2
3 9
(m—§) :x2—3w+1.

fa(x) = (fﬂ— 3)2 —i

Le sommet de la parabole est donc le point (% ; f%).

(b) Voici la courbe Cy, tracée dans un repére orthonormé :

Or si ’on calcule :

On en déduit :




2. Résolution de ’équation paramétrique :
(B) 2> = (m+ 1Dz +m=0
(a) Pour m € R, calculer le discriminant A(m) du trindme f,,, et dresser le tableau de signe de ce
discriminant en fonction de m.
A(m) = (m+1)* —4m
A(m) =m? +2m+1—4m
A(m) =m? —2m +1
A(m) = (m — 1)

Ce discriminant est donc positif pour toute valeur de m, nul si et seulement si m = 1.

m —00 1 —+00

A(m) + 0 +

(b) Discuter, selon la valeur du paramétre m, le nombre de solutions de I’équation (FE) ci-dessus.
L’équation admet donc une unique solution si m = 1, et admet deux solutions sinon.

Exercice 4. Etude de fonction

On étudie la fonction g définie par :

1 rz—1
=+l .
9(w) =5+ n(3x4)

1. Résoudre l'inéquation d’inconnue z € R\ {%} :

r—1
>0
3z —4
T —00 1 % +o0
z—1 — 0 + +
3xr—4 — - 0 +
o + 0 — -
L’ensemble des solutions est donc :
4
Dy =]-0o0, 1[U]§,+oo[.

2. Préciser les limites de g : zgrzloog(x), zgr}rloog(x), Ilinl{ g(x), z£?+g(x)

-1 1-41 -1 1-1
Ona32_4:3_jdonc lim ln<x ) lim 1n< %)m(g).

2 Z——00 3xr—4 z—+00 3 —
On en déduit que lim g(z) = —occ et lim g(x) = +o0.
T ——00 Tr—+00

-1 -1
On remarque que lim v — 0% donc lim In [ = = —o0, ot lim g(x) = —o0.
z—1- 3r — 4 r—1— 3xr—4 r—1—

—1 -1
Enfin, lim = +oo donc lim In < < > =400, et lim g(x) = +4o0.
a—it 3z —4 z—it 3r —4 z—it



3. Justifier que g est dérivable sur Dy, et que l'on a :

32 —Tw +2
Vo € Dy, ¢'(x) = D@1

g est dérivable car la fonction x +— 3”;__14 est dérivable sur son domaine de définition comme quotient de
fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas, et la fonction In est dérivable sur R .

On calcule alors pour z € D, :

3z—4—3(z—1)

(3zx—4)2

g/(:L') =5+t z—1
3x—4

-1
1 Gz
g'(:b) =3 + ( g,-_1)
3x—4

1 1

g (z) =5~

2 (z—1)(3z—4)
(x—1)(Bz—4)—2
2(x —1)(3xz — 4)
, 322 —Tx+2
9@ = e
4. Pour z € Dy, on a (3z—4)(x—1) > 0 donc le signe de ¢'(x) est le méme que celui de T'(z) = 32% — Tz +2.
On calcule le discriminant de ce trindome, A = 25 puis ses deux racines % et 2. Ainsi, ce trindme est de
signe négatif pour x € [%, 2}, positif ailleurs.
On en déduit enfin le tableau de variations de ¢ :

8
|
8
w|
—_
IV
[N}
+
8

g(z) / N

Exercice 5. Tangentes

1. Soit f: R* — R la fonction définie par

—22 42z -1
fior— —M—
T

on note C sa courbe représentative dans le plan.

a) Déterminer les abscisses des points de la courbe Cr de f ou la tangente est horizontale.
f
f est définie et dérivable sur R*, et I'on a si x € R* :

(=22 +2)r — (—22 + 22— 1)

!/
€T =
7't@) =
2
, —x°+1
r)=——5—
f(x) =
La tangente & Cy est horizontale en les points ot la dérivée s’annule, c’est & dire pour x = —1 ou

r=1.

(b) Existe t-il des points de la courbe C; ou la tangente admet un coefficient directeur inférieur ou égal
a—27
Cette question nous ameéne a résoudre l'inéquation d’inconnue x € R* :

2
LH<,2
2 -

o 2?4+ 1< -222
s2241<0

L’inéquation n’a pas de solution = dans R*, donc il n’existe aucun point ot la tangente & C; admet
un coefficient directeur inférieur ou égal & —2.



(c) Déterminer les abscisses des points de la courbe Cy ou la tangente est paralléle & la droite d’équation

_ 2
y=—35x—5.
La tangente est paralléle & cette droite si et seulement si sa pente vaut 7%7 on est donc amené A
résoudre :
—22 41 2
z2 3
2 2
S -2 +1=—-zx
3
s2=3

Il y a donc deux telles abscisses : v/3 et —v/3.
2. On note f et g les deux fonctions définies sur R par :
vz eR, f(z) =2% +1;
Vo € R, g(z) = —2® + 42 — 3.

On souhaite déterminer s’il existe une ou plusieurs tangentes communes & ces deux courbes.

(a) Donner I’équation de la tangente en le point d’abscisse a € R & la courbe Cy.
y = f(a)z+ f(a) - af'(a)
y=2ax+a®+1-2a>
y=2ar—a®+1
b) Donner ’équation de la tangente en le point d’abscisse b € R & la courbe C,.
( g g
y=g'(b)z+g(b) — bg'(b)
y=(—2b+4)x —b*+4b— 3+ 2b* — 4b
y=(-2b+4)z—3+b

(¢) Conclure.
Les deux droites précédentes sont confondues si et seulement si :

2a = —2b+4

—a’+1 = -3+0b2
a = —b+2
—(=b+2)2+1 = -3+

La deuxiéme équation donne aprés réduction —b? + 4b =0 i.e. b(—b+4) = 0.
On a donc deux tangentes & la courbe Cg4, en les points d’abscisses b = 0 et b = 4, qui sont aussi des
tangentes a Cy. Il s’agit des droites d’équations :

y=4r —3 et y=—4xr+13



