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Exer
i
e 1. Formules pour 
al
uler π

1. A l'aide des formules qui expriment cos(a + b) et sin(a + b) en fon
tion de cos a, cos b,
sin a et sin b, prouver que l'on a si a, b, a+ b ∈ R \ {π

2
+ kπ|k ∈ Z} :

tan(a+ b) =
tan a+ tan b

1− tan a tan b
.

2. Prouver que l'on a :

π

4
= Ar
tan

1

2
+ Ar
tan

1

3
.

3. Prouver la formule de John Ma
hin (1706) :

π

4
= 4Ar
tan

1

5
−Ar
tan

1

239
.

Exer
i
e 2. Ra
ines septièmes de l'unité

On note u = e
2iπ

7
et :

S = u+ u2 + u4
, T = u3 + u5 + u6.

1. (a) Que vaut u7
? Comparer u et

1
u
.

(b) En déduire que les 
omplexes S et T sont 
onjugués.

(
) Justi�er sans évaluation numérique que la partie imaginaire de S est positive.

2. (a) Simpli�er la somme S + T .

(b) Développer et 
al
uler le produit S × T .

(
) En déduire la valeur de S et 
elle de T .

3. (a) Montrer que :

6
∑

k=1

(−u2)k = −i tan

(

2π

7

)

.

(b) Justi�er :

2(u2 − u5) = 4i sin

(

4π

7

)

.

(
) En déduire :

4 sin

(

4π

7

)

− tan

(

2π

7

)

=
√
7.

Exer
i
e 3. Equation fon
tionnelle

Soit a ∈ R. On souhaite déterminer s'il existe f : R \ {1} → R telle que :

(R) ∀x ∈ R \ {1}, f
(

x+ 1

x− 1

)

− af(x) = ex.

On note φ la fon
tion dé�nie sur R \ {1} par φ : x 7→ x+ 1

x− 1
.
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1. Justi�er que ∀x ∈ R, φ(x) 6= 1.

2. Cal
uler φ ◦ φ.
3. Montrer que φ : R \ {1} → R \ {1} est une bije
tion.

4. On suppose dans 
ette question et les suivantes que f : R \ {1} → R véri�e la propriété

(R) expli
itée au début de l'énon
é. Montrer que l'on a alors : ∀x ∈ R\{1}, (1−a2)f(x) =
aex + eφ(x).

5. Montrer que pour a = 1 ou pour a = −1, il n'existe pas de fon
tion f véru�ant (R).

6. Si a /∈ {−1; 1}, déterminer toutes les fon
tions qui véri�ent (R).

Exer
i
e 4. Géométrie

On 
onsidère un triangle dire
t quel
onque ABC, et l'on 
onstruit 
omme 
i-dessous deux


arrés qui s'appuient sur ses 
otés.

b A

b B

b EbD

bC

b

b G

b F

bb

Soient U et K les milieux de [EF ] et [AC], V et L les 
entres respe
tifs des deux 
arrés dire
ts

CBED et BAGF . On veut prouver que UV KL forme un 
arré. On notera à l'aide de la lettre

minus
ule qui 
orrespond l'a�xe de 
ha
un des points de la �gure dans un repère orthonormé

dire
t.

1. Cal
uler l'a�xe e du point E en fon
tion de b et c.

2. Pré
iser de même l'a�xe f en fon
tion de a et b.

3. Cal
uler en�n les quatre a�xes u, v, k et l en fon
tion de a, b et c.

4. Indiquer une 
ara
térisation d'un 
arré, et véri�er à l'aide des 
al
uls pré
édents que

UV KL forme un 
arré.
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