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Exercice 1. Echauffement
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1. Calculer w?, ainsi que son module et un argument.
2
w? = (\/2—x/5—¢\/2+\/5)
w?=2-v2 - (2+V2) - 2i\/2+V2\/2 - V2

w? = —2v2 - 22’\/(2 +V2)(2-V2)
w? = —2v2 - 2iV/2

w? est de module 4 et —’T en est un argument.

2. Déterminer alors la forme trigonométrique de w.

. ) _;8x _3m
Les deux racines carrées du nombre w? sont 2e %% et —2e &

. On en déduit que w = 26~ 4% puisque
sa partie réelle est positive.

3. Calculer w®.

w e s
w® = 256e 37
w® = —256
Exercice 2. Sommes géométriques
Soit # € R\ 27Z, on note pour n € N*
= i R, = icos(k@), I, = isin(k@).
k=0 k=0 k=0

Calculer S,, puis en déduire une expression simple de R, et I,,. Puisque § ¢ 277, on a e # 1 et on peut
appliquer la formule des sommes géométriques :

1— (eig)n-i-l
Sp=——"2—
1— e
1— ei(n+1)9
Sn = 1— et
(n+1)9 ( (n+1)9 (n+1)9)
e~ 2
Sn = Ty ST
ez2le "2 — 6 2
_9isin (M)
no 2
Sn = 617 — 5
—2isin (5)

2|3

sin (A1
() en () 25



<n9> Sin((n-{;l)é) B <n9> Sin((n-;l)@)
Sp=cos|— | ——F5v— tisin| — | ——F5—
2/ sin(3) sin ()

2
On remarque que S,, = R, + il,, et I'on obtient donc par identification de la partie réelle et imaginaire :

= (n_e) %-1 ~ sin (”9) @

2 sin (g) 2 sin (g)

Exercice 3. Cosinus et Sinus de {5

On note z; = €'3 et 29 = €% .
1. Mettre z; et z9 sous forme algébrique. z; = 1+;—‘/§ et 29 = %
2. Calculer 2173 sous forme algébrique et sous forme exponentielle.

1+iV3V2 —iv2

Z129 = 5 5

__ V2 +V6+i(vV6 - v2)

Z1%2 .

s
3. En déduire les valeurs du cosinus et du sinus de 13"

) _ V2+V6 () — V6—V2

On a donc cos (75) = Y20 et sin (F5) = Yo,

Exercice 4. Linéarisation

Linéariser les expressions ( i.e. transformer les produits de cosinus ou de sinus en sommes ) :

A(zx) = 3sin® z cos x + 3sinz cos?

A(z) = 3sin® cos z(sinx + cos x)

Alz) = gSin(Z’C) <eir ;Z.eiix + e J;e”)
Ax) = (ei% —Qie_ih) (eiz ;ie_iz N et _;e—iz)
Alz) = 761'31 _ el 7467@ 4 i3 N o137 _ iz +4j,m _ p—ide
Az) = — 2005(330)4— 2cosT N 2i Sin(glei_ 2 sin

1 1 1 1
Az) = ) cos(3x) + 5 oS + 3 sin(3x) — 5 sinz

B(z) = cos* z +sin’ z

B(z) = (cos® z + sin? 2)? — 2 cos® rsin’ x

B(z)=1- %sin2(2x)

1 2 _ ,—i2x
B(z)=1-= e e
2 21

B(z) =1+ = (&% — 2 4 ¢~12)

2



Exercice 5. Equations dans C
1. Déterminer I’ensemble des nombres z € C tels que :
lz+i| =1z — 1]
On a en puisqu’un module est toujours positif :
|z —i| = |z +i] &= |z —i|> =]z +i|
lz—il=]z+4+1i] < (z—9)(EF+1i)=(24+14)(Z—1)
[z —i|=|z+1i| <= zz+iz—iz+1=2z2—iz+iz+1
|z —i|=]z+i < 2i(x—2)=0
|z —i|=]z+i] <= z2—2=0
|z —i|=|z+i < z€eR

L’ensemble de nombre cherché ici est donc R.

2. Déterminer les racines carrées de —3 + 4.
On cherche (a,b) € R? tels que (a + ib)?

—3 + 44, c’est a dire vérifiant :

(1) a®—b*=-3
{ 2)  2ab =4

Avec la condition que |a +ib|? = /32 + 42, i.e. (3) a® + b* = 5, on obtient en ajoutant ou soustrayant (1)
et (3) : a? =1 et b?> = 4. Puisque a et b sont de méme signe d’aprés (3), on a donc : 1+ 2i et —1 — 2i
sont les deux racines carrées de —3 + 4i.
Résolvons maintenant :

22 —3z+3—-i=0.

On calcule le discriminant A = —3 + 44 dont une racine carrée est § = 1 + 2i. Ainsi, les deux solutions
de I’équation sont :
3— (142 3+ (142
Zl:M:17i6t22:M:2+i_
2 2
3. Rappeler la définition des racines n-iémes de 'unité pour n € N* et la description de leur ensemble vue

| Up =k e [}

4. Préciser ’ensemble des solutions de ’équation 2% = 1 d’inconnue z € C et les représenter dans le plan.
Cet ensemble est :

ik

U6:{€ 3 ’kE[[O,5]]}

. im i27 . 14w i5m
Usz{ezo,eﬁ,e 3 e e 3 ,e3 }

Et voici leurs formes algébriques dans le méme ordre :

1 V3 V3 .
U6—{1,§+17,— +27 —1 }

1 Ll o313
2 Th Ty Ty Ty

5. Dans cette quatriéeme partie de ’exercice, on étudie les solutions z € C de ’équation :
(BE)2'+ 22422 424+1=0.

(a) Décrire sous forme polaire I’ensemble des solutions de cette équation, en justifiant avec précision.
5 _

Pour tout z # 1, 22 + 23 + 22+ 2 +1 = donc les solutions de ’équation sont exactement les

2im 4im i 8i

racines 5-iémes de l'unité & I’exception de 1. Il s’agit de e™5 , e5 , e 5 etes .
(b) Résoudre dans C I’équation d’inconnue Z :

(E"YZ?°+Z—~1=0.

On calcule le discriminant A = 5, I’équation a donc deux solutions Z; = _15‘/5 et Zy = _“2“/5.




1
(c) SizeC*, Z=z+ — est solution de (E’) équivaut a :
z
1\* 1
z+—-) +z4+-—-1=0
z z

, 1 1
22+ 5 +2+2+--1=0
z z
1 1
ZHz+1l+-+5=0
z z

4424241 _

5 0

z
Ceci est bien équivalent, si z € C*, & z solution de (FE).

(d) Décrire sous forme algébrique I’ensemble des solutions de (E) et préciser la forme polaire de chacune
de ces solutions.

D’aprés la question précédente, puisque 0 n’est pas solution de (F), les solutions de (E) sont les

z € C* tels que :
1 —1—+5 1 -1
P s BV DS S & i
z 2 z 2

1 1-

oz +1:00u22+Tz+1:0

V55 . 5os
2

On calcule les deux discriminants Ay = et Ay = — qui sont strictement négatifs. On

en déduit les 4 solutions des deux équations :

145 2 145 2
= — —1 ou z - +1

4 2 4 2
SRS EtVC N Vi sl St B Vs
uz = 1 1 5 u z = 4 (3 5

On reconnait alors simplement & ’aide du signe de la partie réelle et imaginaire :

Gin 1+\/5 . # dim 1+\/3+. #
es = — —3 e s = — i
4 2 ’ 4 2 ’
2ix 1—\/5_’_.\/@ 8ix 1-5 \/@
e 5 = — 7 e 5 = — —1 .
4 2 ’ 4 2



