Devoir 2023
PCSI DS n°3

Corrigé du devoir surveillé

Equations différentielles

Exercice 1. Equations différentielles linéaires d’ordre 1

1. Déterminer la solution y € C}(R,R) de I’équation différentielle :
y +sinz y = 2sinax,

telle que y(5) =1
Pour résoudre 1’équation homogeéne associée, on considére une primitive A de la fonction a telle que
a(x) = —sinz pour tout z € R. A(z) = cosz convient donc ’ensemble des solutions & valeurs réelles de

I’équation homogéne est :
{y:z— Ce*7*|C e R}.

Une solution particuliére de I’équation compléte est la fonction constante définie sur R par y, : @ — 2.
On en déduit ’ensemble des solutions :

{y:x+— Ce®® 4 2|C € R}.

La solution qui vérifie y(5) = 1 est telle que Ce® + 2 =1, c’est & dire C' = —1 et y(x) =2 — 7.

2. (a) Déterminer une solution y : R — C de I’équation différentielle :
y'(@) + y(x) = 30

Cherchons une solution sous la forme y, : © — Ket)7 oi K € C est une constante. Calculons alors,

pour x € R : ' '
Yp(@) + yp(x) = (240 KePH0T 4 KeHor,
Up(@) + yp(@) = (3 + i) K07,
- . . . . , <1 3 9—3¢
Ainsi, y, est bien une solution si (3 4+ ¢)K = 3, cest & dire K = 31 = 1 et y, : x —

9— 3 .
(2414)x
T )
(b) Décrire I'ensemble des solutions y : R — R de I’équation différentielle :

y +y =3e* cosx

Une solution particuliére de cette nouvelle équation est Re (y,,) puisque pour tout z € R, 3e** cosz =
Re (3¢(2+9)7). Calculons pour = € R :

9-3i ,
yp(‘r) = 10 62 (

cosx +isinx),

9cosx + 3sinx . (9sinx — 3cosx
yp(x) = — 0 e 4 (—10 621> ,

9cosx + 3sinx o,
Re (yp)(z) =~ LE T2,

L’équation homogeéne associée a pour ensemble de solutions {y : x — Ce™*|C € R}, donc I'ensemble
des solutions de I’équation compléte est :

{ 9cosz + 3sinz o,
Yz ————————e

- R&.
10 +Ce™™|C € }

Exercice 2. FEquation différentielle originale



On se propose dans cet exercice de déterminer ’ensemble des fonctions f € C'(R,R) telles que :
(F) Vz e R, f'(z) = 2f(—x) + .
1. Soient « et 8 deux réels tels que :
Vr € R, acosz + Bsinx = 0.
Prouver que a = g = 0.
Pour z = 0, on obtient a = 0 puis pour x = 7, 8 = 0.
2. Dans cette question, on cherche & déterminer ’ensemble S des solutions y € C?(R,R) de I’équation
différentielle :
(E) ¥' +4y =22+ 1.
(a) Déterminer I’ensemble Sy des solutions de I’équation homogene associée & (F). L’équation homogeéne
associée, 3y + 4y = 0, a pour polynéme caractéristique P(r) = r2 +4 = (r + 2i)(r — 2i). Ainsi,
I’ensemble des solutions & valeurs réelles de cette équation homogeéne est :

So = {y : 2+ Acos(2z) + Bsin(2z)|(4, B) € R*}.

(b) Déterminer une fonction affine qui est solution de (E).

2 1
On remarque que, pour x € R, y,(z) = x: définit une solution affine de (E) puisque y, = 0.
(c) Décrire ’ensemble S des solutions de (E) :
2 1
S = {y : 2 — Acos(2z) + Bsin(2z) + x; |(A,B) € RQ} .

3. Dans cette question, on suppose que f € C!(R,R) est une fonction qui vérifie la propriété (F).
(a) Montrer que f est de classe C2.
Puisque f vérifie (F),on a: Vo € R, f'(x) = 2f(—x) + x. Puisque f est de classe C!, x — 2f(—z)+x
aussi donc f’ est de classe C!, c’est & dire que f est de classe C2.
(b) Prouver que f est une solution de (E).
Puisque f est deux fois dérivable, on déduit de la relation (F') par dérivation :

Vz €R, f'(z) = =2f'(—z) + 1.

Si f vérifie (F'), on a aussi, si € R, en prenant —z au lieu de « comme réel : f'(—z) = 2f(z) — «.
On en déduit :
Ve e R, f/(z) = -2(2f(z) — x) + 1,
Ve € R, f'(z) +4f(z) =2z + 1.
Ceci signifie que f est une solution de (E).

(¢) En déduire une expression de f.

On a donc (A, B) € R? tels que f(z) = Acos(2z) + Bsin(2x) + 21; 1.

4. Conclure : décrire I’ensemble  des fonctions f € C*(R,R) qui vérifient la propriété (F). Il ne reste plus
qu’a voir & quelle condition portant sur (A4, B) € R? une fonction f définie comme précédemment vérifie
(F). Calculons donc pour une telle fonction :

1
f'(z) = —2Asin(2z) + 2B cos(2z) + 3
-2 1
$T+ +o

2f(—xz) + x = 2Acos(2z) — 2B sin(Q:E)%.

2f(—x) + x = 2A cos(2z) — 2Bsin(2z) +

Ainsi, f vérifie (F) si et seulement si l’on a :
1 1
Vo € R,—2Asin(2z) + 2B cos(2z) + 3= 2Acos(2x) — 2B sin(2$)§

< Ve e R,2(B — A)sin(2z) + 2(B — A) cos(2x) =0
Grace a la premiére question de cet exercice, f vérifie donc (F) si et seulement si f est de la forme

précitée avec A = B. Ainsi, on décrit :

20 +1
4

Q{f::c»—)Acos(Q:c)+Asin(2z)+ }AGR}.



Primitive de fonction trigonométrique du sujet bis

Pour tout entier naturel n, on considére la fonction f,, définie sur 'intervalle | — 7, 7| par :

cos" u
YV E] — 7T,7T[, fn(:c) = /m du.
0

u

5, c’est & dire u =

1.(a) Pour = €] — m,7[, calculer fy(z) a laide du changement de variable ¢ = tan

2Arctan t.
Ce changement de variable revient & u = 2Arctan ¢, on remplace donc du par e dt.
Pour les bornes, u = 0 correspond & ¢t = 0 et v = = donne ¢ = tan 3.
_ 42
Enfin, on a vu dans le cours sur les complexes que cosu = T2 et ’on obtient :
tan
1 2
folw) / L
0 142
tan &
folz) .
x) = —_
0 T+2 41— 12
0
tan &
folz) = / 1 dt
0

fo(x) = tan g

(b) Calculer ensuite fi(x) a laide de fo(x), puis fa(x) et f3(x).

Ona: )
cosu
=/ —d
hi(@) /1+cosu "
0
[ 1 [
fl(z):/coqur du—/ du
1+ cosu 1+ cosu
0 0

fi(@) =2 — fo(x)

fi(z) =z —tan =

N &

De méme, on obtient :
x
2

Fa(2) :/ﬂ du

1+ cosu
0
T T
f2(z)/COSQU+COS’U, duf/ cosu du
1+ cosu 1+ cosu
0 0

x

fa(z) = /cosu du — fi(x)

0
fo(x) =sinz —x—i—tang.

Enfin, on calcule :
xT
3

falz) = /M du

1+ cosu
0



x x

3 2 2
Ccos” U + cos“ u cos” U
= = —du- | ——d
fs(@) / 1+ cosu b /1+cosu "
0 0

x

fala) = [ cos? u du = fala)

0

i . 2 . .
iu —iu i2u —i2u 2 2 2 2 1
O] C()S2 u = (e +26 ) =< +2+le = COS(]u) = COS( 271) .

On en déduit Ofcos2 wdu = § [§sin(2u) + u, = }sin(2z) + £

1
fa(x) = 1 sin(2z) + g —sinz +  — tan g

3 1
fa(z) = ; + 1 sin(2x) — sinz — tan g

Etudier la fonction f,, sur | — 7, 7[ : parité, dérivabilité, sens de variation.
On sait que f, est dérivable avec :

cos" x

Vz €] —m, 7, fl(z) = —————.

v el - mal, fale) = T

Parité : montrons d’abord que f,, est impaire. Soit g, (z) = fn(x) + fn(—2). Puisque f, est dérivable,
gn est dérivable avec :

cos™ cos™(—x)
Vo €] —m, «f, g (x) = - :
v & =mal, gu(@) 1+cosxz 14 cos(—x)

Comme la fonction cosinus est paire, on a donc Va €] — 7, x|, g/, (x) = 0 donc g,, est constante sur
| — 7, «[, et g,(0) = 0 donc g, est la fonction nulle. On en déduit que f,, est impaire.

Variations sur [0, 7[ : il faut distinguer deux cas.

— Si n est pair, alors f] est positive sur [0, 7| et f, est croissante sur [0,n[. Par imparité, f, est
aussi croissante sur | — 7, 0].

— Si n est impair, alors f;, est positive sur [0, ] et négative sur [7,7[. Par imparité, on en déduit

que f, est décroissante sur | — 7, —Z], croissante sur [—7, 7] et décroissante sur [7,7|.

Pour x > 2?”, minorer
x
| cos™ u]
1+ cosu
27
3

2

2 wl, on a cosu < —% donc |cos™ u| > 5. Puisque 1 + cosu > 0 dans ce cas, on en

Pour u € | 5w -

déduit :

| cos™ ul - 1 1
1+cosu = 21+ cosu

Pour =z > %’r, on a donc par croissance de l'intégrale :

x

xT
" 1 1
/M s [L 1 g
1+ cosu 2" 1 4 cosu

2

2
3

o

La relation de Chasles nous donne :

1 1 1
/SNy R S -
1+ cosu 1+ cosu 1+ cosu
2m 0 0

5
r 1 T T
/7 du = tan(=) — tan(<)

1+ cosu 2 3

2m
3



On en déduit :

x

| cos™ u 1 x v
1+ cosu u_2n(an(2) an(g))
2m
3

En déduire les limites de f, en —7 et 7 : commencons par 7

x

27w
5
cos" u cos" u
= [ — du —— du
fn(@) /1+cosu +/1+cosu
0 2r

3

Ainsi, pour z > %“, on a:

2 r cos" u
n = fu(— —d
fn() f(3)+/1+£%u u
2m
3

On distingue deux cas :
— si n est pair, cos” u = | cos™ u| donc pour z € [&F, 7| :

ful@) 2 ful5) + 5 (tan(3) — tan(5)

Par encadrement, on en déduit que f,(x) — +oo.
Tr—rT

— sin est impair, cos™ u = —| cos™ u| donc pour x € [2Z, 7| :
) 3

2 1

fal@) < fu(50) = 5 (tan(3) - tan(3))

Par encadrement, on en déduit que f,(z) — —oc.
T—T

Comme f,, est impaire, sa limite en —m est I’opposée de sa limite en 7.

Donner allure de la courbe de f, sur | — 7, 7| en discutant selon les valeurs de n € N.

44 4+

3+ 3+

2 + 2 +

1+ 1+
L | | | ra) | | | L | | | ra) | | |
[ T T T \Y T T T [ T T T |\ T T T
—4 -3 -2 - 1 2 3 -4 -3 1 2\ 3

-1 4 14

-2 1 -2 4

-3 + -3 +

—4 4 4 4+




4t a4
3+ 3+
2 + 2 +
14 14
R L N R
-4 =3 = 1 2 3 -4 -3 =21 1 2 3
-1 4 14
92 4 9 4
34 34
—4 4 4 4
3. Pour n > 2, trouver une relation entre f,(z), fn—1(z) et fn_2(z).
Indication : I.P.P. avec
cos™ u cos"tu
——— =cosu———.
14 cosu 1+ cosu
On suit lindication : l'intégrale est du type [U’'V ou U(u) =sinu et V(u) = Cloj_co:;‘, donc on a :
x
ful) = |sinu cos" tau " /sinu (n —1)(—sinu) cos" 2 u(1 + cosu) + sinucos" ' u du.
1+cosu, (14 cosu)?
0
x
. cos"ly —(n—1)sinucos" 2u  sin®ucos” 'u
fo(z) =sing—— —
1+ cosz 1+ cosu (1+ cosu)?
0
x
ful) = sinz cos" 3 / —(n—1)(1 —cos?u)cos"2u (1 —cos?u)cos" tu du.
1+ cosz 1+ cosu (1+ cosu)?
0
x
ful) = sinz cos" 1w 3 / —(n—1)cos" 2u+ (n—1)cos"u (1 —cosu)(l+ cosu)cos” 1 u du.
1+ cosz 1+ cosu (1+ cosu)?

0

. cos" gz (1 — cosu) cos™™ Ly
fn(2) :smxm—i—(n—l)fn_g( z)—(n—1)fu(z / I+ oosa du.
0
n—1
folz) = sinz(ljo_im +(n—1)fnoa(x) — (n—=1)fn(x) = fro1(z) + fulx).
n—1
(n = 1)fu(@) = sine 77 4 (0 = 1) fua(e) = fama (@)

Application des composées d’homothéties & un probléme de géomeétrie

On consideére trois cercles disjoints dans le plan, de rayons tous différents. Lorsque I’on considére deux de ces
cercles, il existe deux tangentes extérieures communes de sorte que nos deux cercles se trouvent entre ces deux
tangentes. Ces deux tangentes se rencontrent en un point. Le but de cet exercice est de prouver que les trois
points ainsi définis, en choisissant pour chacun deux des trois cercles, sont alignés.



1. Etant donnés deux cercles C; et Cy de centres d’affixe ¢; et co, de rayons r; et ro, montrer qu’il existe
une seule homothétie de rapport positif qui transforme C; en Cy. Déterminer en fonction de c1, c2, r1 et
ro Paffixe du centre de cette homothétie.

Préciser le lien avec les tangentes extérieures évoquées au début de 1’exercice.

Puisqu'une homothétie multiplie les longueurs par son rapport k£ € R’ , I'image du centre de C; par une
telle homothétie est le centre de Cs. (Il suffit pour le constater de considérer un triangle ABC' inscrit
dans le cercle C; : alors I'image de C; sera un cercle circonscrit au triangle A’B’C’ image de ABC par
I’homothétie. Or le triangle A’B’C’ est inscrit dans Cy. Comme l'image de la médiatrice de [AB] est la
médiatrice de [A'B’], et de méme pour celles de [AC] et [A’C’], on en déduit que I'image du centre du
cercle circonscrit & ABC est le centre du cercle circonscrit & A’B'C".)

Ainsi, si cette homothétie existe, I’affixe de son centre wy vérifie ca — wy = k(c; — w1). En outre, on a

Cy — kCl

1—k
que cette ’homothétie de rapport k et de centre w; ainsi définie transforme C; en Cs.

Naturellement, les deux droites tangentes & C; passant par w; ont pour images deux droites tangentes &

Ca. Or ces droites ont pour image des droites qui leur sont paralléles et qui passent aussi par w;. Ainsi,

ces deux droites sont globalement invariantes par ’homothétie, et il s’agit donc des tangentes extérieures

communes aux deux cercles.

naturellement k& = :—f donc ¢co — kep = (1 — k)wy et wy = . Réciproquement, on vérifie aisément,

2. Soient deux homothéties de centres w; et wy de rapports k1 et ko tels que ki1ks # 1, montrer que la
composée de ces deux homothéties est une homothétie dont le centre w est aligné avec w; et wo.
On calcule la composée :

Pt ker © Peos ko (Z) =wy + k1 (WQ + kQ(Z — wg) —w1)
hW1,k1 o th,kZ (Z) =kikoz + (1 — /{Zl)w1 + kl(l - kg)bdg

On souhaite identifier cette transformation avec :
hoi(z) =kz+ (1 —kw

otwe€Cet kecRY.

1—-k ki(l—k
11 suffit de choisir & = k1&g et w = ( e+ ha( 2)w2.
1—kiks

Calculons enfin :
w1 + k1WQ — kleWQ — k1w1 . w1 — k1k2w1

voes 1— kiks 1— kiks
W — wr = k1WQ — kleWQ + k1k2w1 — k1w1
b 1— kiko
k1 (1 — k2)
w—w = s (w2 —w1)
Comme %::z) € R, on en déduit que les points d’affixes w1, wy et w sont alignés.

3. Conclure : 'homothétie qui transforme C; en Cs, composée avec celle qui transforme C; en C3 est ’ho-
mothétie qui transforme C; en C3. Ainsi, les centres wi, we et ws de ces homothéties sont alignés. Or il
s’agit d’aprés la premiére question des trois points d’intersection des tangentes extérieures.

Equation différentielle du sujet bis

1. Etudier sur chacun des intervalles | — 00,0[, ]0,1[, ]1, 400[ ’équation différentielle :
z(1-2)y +y==u

Sur I I'un de ces trois intervalles, I’équation se raméne a :

1 1
1-o"

(E)y + -

On cherche donc une primitive A & la fonction a définie par a(z) = ﬁ On remarque que a(x) =
2+ donc une primitive est A(z) = —In(|1 — z|) +In(||). Ainsi, les solutions de I’équation homogene
associée, (Ep)y" + ﬁy = 0, sont les fonctions y telles que 3C € R vérifiant pour tout x € I :

y(x) = Cemlit=zh=In(z])



y@):Cu7x|

Ceci signifie, quitte & changer la constante par son opposé, que les solutions de 1’équation homogéne sont
de la forme :

||

1—2z

y(z)=C -

Notons y1(z) = =%, on cherche les solutions de (E) par la méthode de la variation de la constante sous
la forme y(x) = C(x)y1(z) et on calcule :

) = C @) + O @) + s

Ceci se simplifie en y/(z) + ﬁy(iﬂ) = C'(x)y;(x) puisque y; est solution de FEj,. Sur I'un des trois

y1(x))

#@%+RTjE

intervalles considéré, y est donc solution de (E) sil'on a :

1
1—x

C'(x)yr () =
On cherche donc a résoudre C’(z) = =z~ Cherchons une primtive F' de :

T r—1 1 1 1
fle) = (1—2)2 (1—96)24_(17:0)2 __1*964—(1*50)2

F(z)=In(J]1 —z|) + ﬁ

La fonction y est alors solution de (F) si et seulement si 3k € R tel que

1
—lfl—|+—— +k
C(z) =In| :c|+1_$+

1 1—=x
— (In|l— 2|+ —— +k
y(x) (n| :L'|Jr1_x+ ) -
1—2z)In|l1— 1 1-—
y(x)zw+_+k x
x T
1—2)Inl|l— k+1
y($)==( Dl B+l
T T

. Déterminons les solutions de cette équation sur ] — oo, 1] : sur cet intervalle, les solutions sont de la forme :

(1—x)ln(1—x)+k+1 B
x x

k

y(z) =

sur chacun des intervalles | — 00, 0[ et ]0,1[, ot k peut prendre une valeur différente selon l'intervalle.
Mais lim 20+2) — 1 donc lim 20=2) = 1 of ljy L=2nd-o) _

z—0 x z—0 i z—0 x
| = 00,0[ ou ]0, 1] ne change rien : pour que la fonction ait une limite en z = 0, il faut que k¥ = —1 donc

P’unique solution sur | — co, 1] est :

—1. Que 'on étudie une solution sur

l—2z)ln(1—=
y(z) = —( ) In( ) + 1.
x
Cette fonction est continue en 0 & condition de définir y(0) = 0, I’étude de sa dérivabilité en 0 est délicate
et me semble devoir attendre 1’étude des développements limités. C’est trés bien si vous vous étes posé
la question de savoir si elle est de classe C!, et la réponse est oui.

. Comme lim zlnz =1, lim(1 — z)In(1 — z) = 0 donc :
z—0 z—1

lim (I1—z)ln(1—2)

x—1 X

+1=1

et 'unique fonction y solution sur | — oo, 1] peut étre prolongée continiment en x = 1 par y(1) = 1. La

question de la dérivabilité en 1 ( & gauche ) est donc de savoir si lim % = lim 2E=D existe et
r—1— r—1—

est finie. Ce n’est pas le cas ( cette limite vaut —oo ) donc il n’y a pas de solution sur | — oo, 1[ dérivable
en 1, et pas de solution sur R.



