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Exer
i
e 1. Quanti�
ateurs

Soit I un intervalle de R et f une fon
tion dé�nie sur I à valeurs réelles. E
rire ave
 des

quanti�
ateurs les assertions suivantes :

1. f est la fon
tion nulle.

2. f s'annule.

3. f est à valeurs positives.

4. f est 
onstante.

5. f est stri
tement 
roissante sur I.

Exer
i
e 2. Rationnels et irrationnels

1. Si x ∈ Q et y ∈ Q, montrer que x+ y ∈ Q et xy ∈ Q.

2. Si x ∈ Q et y ∈ R \Q, montrer que x+ y ∈ R \Q.

3. Somme de deux irrationnels.

(a) Montrer que

√
10 est irrationnel.

(b) Montrer que

√
2 +

√
5 est irrationnel.

(
) La proposition suivante est-elle vraie : ∀(x, y) ∈ (R \Q)2 , x+ y ∈ R \Q ?

Exer
i
e 3. Une inéquation fon
tionnelle, Suède 1962.

On veut déterminer les fon
tions f : R → R telles que pour tous x et y réels :

|f(y)− f(x)| ≤ 7(x− y)2.

On 
onsidère une fon
tion f qui est solution de notre problème.

On 
onsidère deux nombres x et y réels tels que x < y. On 
oupe l'intervalle [x, y], en n ∈ N∗

parties de même largeur, selon un dé
oupage x0 = x, x1, x2,...,xn = y, de sorte que pour tout

entier k entre 0 et n, xk = x+ k y−x

n
.

1. Ave
 les hypothèses et notations pré
édentes, on note pour tout k entier entre 1 et n :

ak = f(xk)− f(xk−1). Que vaut la somme S =
n∑

k=1

ak ?

2. Montrer que l'on a pour tout entier n ∈ N∗
:

|f(y)− f(x)| ≤ 7(x− y)2

n
.

3. Prouver alors que |f(y)− f(x)| = 0.

4. Con
lure.
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Exer
i
e 4. Cal
uls de sommes

1. Sommes doubles.

Soit n ∈ N∗
, on rappelle que

n∑
k=1

k2 =
n(n + 1)(2n+ 1)

6
, 
al
uler les sommes suivantes :

S1 =
∑

0≤i,j≤n

(i+ j)

S2 =
∑

0≤i≤j≤n

(i+ j)

S3 =
∑

0≤i<j≤n

(i+ j)

2. Sommes binomiales.

(a) Pour a et b deux nombres 
omplexes et n ∈ N∗
, rappeler la formule du bin�me de

Newton permettant de développer Zn = (a+ b)n.

E
rire 
omplètement, sans le signe Σ, la formule ainsi obtenue pour n = 5.

(b) Soit n ∈ N∗
, on note ω = e

2iπ

n
.

i. Selon la valeur de k ∈ J0, nK, 
al
uler :

Sk =
n∑

p=1

ω−kp.

ii. Montrer alors que l'on a si z ∈ C :

n∑

p=1

(z + ωp)n = n(zn + 1).

Indi
ation :on pourra é
rire 
ette somme 
omme une double somme, puis permu-

ter les sommes.

Exer
i
e 5. Divergen
e de la série harmonique

On étudie dans 
et exer
i
e la suite (un)n∈N∗
dé�nie par :

∀n ∈ N∗, un =

n∑

k=1

1

k
.

1. Quelle propriété de la suite (un)n∈N∗
ainsi dé�nie assure que 
ette suite a une limite. De

quel type de limite peut-il s'agir ?

2. On dé�nit, pour n ∈ N∗
, vn = u2n − un. Exprimer vn sous forme d'une somme puis

prouver que l'on a :

∀n ∈ N∗, vn ≥ 1

2
.

3. Déduire des deux questions pré
édentes que un −→
n→+∞

+∞.
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