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Devoir surveillé

Exercice 1. Une fonction périodique

Soit f : R — R une fonction et a > 0 un réel tels que Vx € R, f(z) # 1 et qui vérifient la
propriété suivante :
1+ f(x)

1— f(z)
1. Calculer, pour z € R, f(z + 2a) en fonction de f(x).

Ve e R, f(x 4+ a) =

2. Montrer que f est une fonction périodique.
Exercice 2. Equations fonctionnelles
Les deux parties de cet exercice sont liées, on pourra admettre les résultats de la premiére partie
pour traiter la deuxiéme.

1. Soit f: R — R une application continue telle que :

(R) Y(z,y) eR*, f(z+y)=flz)+ f(y)

On note a = f(1).

(
(

a) Montrer que f(0) = 0. En déduire que f est impaire.
b) Montrer que pour tous n € N, z € R, f(nz) = nf(z).
(c) Montrer que pour tous k € Z, x € R, f(kz) = kf(x).
(d) Montrer que pour tous r € Q, x € R, f(rz) = rf(x). En particulier, f(r) = ar.
(e) On admet que pour tout t € R, f(t) = at.

Conclure I'étude de I'ensemble des fonctions f : R — R vérifiant (R).
2. Soit g : R —] — 1, 1[ une application continue telle que :

9(x) +9(y)

() Y(z,y) €R?, gz +y) = 1+ g(x)g(y)

e’ —1

er +1°
Montrer que ¢ est une bijection de R dans l'intervalle | — 1, 1[, et que ¢ vérifie (.59).

(b) En déduire une expression simple, si (X,Y) €] = 1,1[*, de ¢~ (£3%) en fonction de
¢~H(X) et oY)

(c) On note h = ¢~! o g, montrer que h vérifie la propriété (R) de la premiére partie de
’exercice.

(a) On note ¢ : R — R la fonction définie pour tout x réel par ¢(x) =

(d) Déterminer alors une expression simple de g, et conclure I’étude de I’ensemble des
fonctions g : R — R vérifiant (5).



Exercice 3. Quand la somme des cubes est égale au carré de la somme.
Soit (x,,)nen une suite de réels tels que :

(R\WneN*, 28+ a5+ -+ = (zy + 20+ -+ 1,)%
1. (a) Montrer que > k= > (n+ 1) — > i pour tout n € N*.
k=1 i=1 i=1
(b) En déduire ) k.
k=1
2. Montrer que z; =0 ou z; = 1.

n
3. On note S, = 3 x;. Montrer que Vn € N*, xd =25, n1 + a2,

n
=1

4. On suppose désormais que Vn € N*, x,, > 0. Montrer que 'on a :
VneN z,=n

5. Réciproquement, démontrez que la suite (z,),en définie pour tout n € N par =, = n
vérifie (R).
Exercice 4. Etude d’une suite homographique & l'aide de suites récurrentes linéaires d’ordre 2.
On étudie les suites définies par une valeur initiale ug € C et la relation de récurrence :

au, +b
cu,, +d

Un+1 =

ol a, b, ¢ et d sont des complexes tels que ad — bd # 0.
On suppose que l'on a choisi la valeur ug de sorte que la suite (uy,),en s0it bien définie.

Soient pg et gy deux nombres complexes tels que uy = @, on définit les suites (p,)nen €t (¢n)nen
qo0
par les relation de récurrence suivante :

Dn+1 = apy + bgy,

Gn+1 = €Dy, + dgy,
Pn
In

2. Montrer que les suites (p,)nen €t (¢n)nen satisfont la méme relation de récurrence :

1. Montrer que I'on a pour tout n € N, u,, =

Pn+y2 = (CL + d)pn—i—l + (bc - ad)pn
qn+2 = (a’ + d)QnJrl =+ (bC - ad)Qn

3. Appliquer les idées précédentes pour calculer en fonction de n le terme général de la
suite (u,)nen telle que ug = 2 et
6u, + 5

Un4+1 = .
Up + 2

Exercice 5. Injections, surjections, bijections
1. On note Idg : E — E Dapplication telle que Vx € E, Idg(x) = x. Soit f : E — E telle
que fo fo f=Idg. Montrer que f est bijective.
2. A quelle condition sur les sous-ensembles A et B d’un ensemble E donné 'application :
¢ : P(E) = P(A) x P(B) définie pour toute partie X de E par ¢(X) = (ANX,BNX)
est-elle injective 7 surjective ?



