Devoir 2023
PCSI DS n° 4bis

Corrigé du devoir surveillé

Exercice 1. Une fonction périodique

Soit f : R — R une fonction et a > 0 un réel tels que Vx € R, f(z) # 1 et qui vérifient la
propriété suivante :
_ 1+ f(=)

1= fl2)
1. Calculer, pour z € R, f(z + 2a) en fonction de f(z). La il faut utiliser le fait que
r+2a=(r+a)+a.

Ve € R, f(x 4 a)

ot 20) = HE,
1+ f(z)
e
f(z+2a) = T @)
I @)
1= f()+ 1+ f(z)
T2 = T = 1= 1)
flx 4+ 2a) = —ﬁ.
2. Montrer que f est une fonction périodique. On recommence avec = + 4a = x + 2a + 2a :
flz+4a) = —m.
f(z+4a) = — 11
f(@)

f(z+4a) = f(z)
Et f est donc périodique de période 4a.

Exercice 2. Equations fonctionnelles

Les deux parties de cet exercice sont liées, on pourra admettre les résultats de la premiére partie
pour traiter la deuxiéme.

1. Soit f : R — R une application continue telle que :

(R) Y(z,y) eR*, f(z+y)=flx)+ f(y)

On pose a = f(1).
(a) Montrer que f(0) = 0. En déduire que f est impaire.
Pour z =y =0,o0na f(0+0) = f(0)+ f(0), c’est a dire f(0) = 2f(0) donc f(0) = 0.

SizeR,onapoury=—z: f(r—=x) = f(z)+ f(—x), c’est a dire 0 = f(x)+ f(—x)
donc f est impaire.



(b) Montrer que pour tous n € N, x € R, f(nz) = nf(zx).
Pour n = 0 ou n = 1, la propriété est clairement vraie. Prouvons la par récurrence
pour n € N.

Supposons donc qu’elle est vraie au rang n € N, on a alors d’aprés (R) pour y = nx :

flx+nz) = f(z)+ f(nx) = f(x) + nf(x). Ceci signifie f((n+ 1)x) = (n+1)f(x).

La propriété est héréditaire, elle est donc vraie pour tout entier naturel.

(c) Montrer que pour tous k € Z, x € R, f(kx) = kf(x). On doit le prouver si k € Z\ N,
soit dans un cas ou —k € N donc f((—k)z) = (—k)f(x), cest a dire —f(kz) =
—kf(x) par imparité de f, d'ou f(kx) = kf(z).

(d) Montrer que pour tous r € Q, x € R, f(rz) = rf(x). En particulier, f(r) = ar.
Soit r € Q, on a donc p € Z et ¢ € N* tels que r = g. On a alors, si x € R, d’aprés
les questions précédentes : f(qrz) = ¢f(rz) et f(grz) = f(¢tz) = f(px) = pf(z).
De ces deux égalités, on déduit ¢f(rz) = pf(z), c’est a dire f(rz) =2 f(z) =rf(z).
En particulier, on a donc f(r) = f(r x 1) =rf(1) = ar.

(e) On a admis que si f est une fonction continue vérifiant (R), alors on a un réel a tel

que :
Vi e R, f(t) = at.

Réciproquement, toute fonction de la forme f(¢) = at ot a € R est continue sur R
et vérifie (R). Les fonctions vérifiant (R) qui sont continues sont ainsi les fonctions
linéaires.

2. Soit g : R —] — 1, 1[ une application continue telle que :

9(x) +9(y)
S) Y(z,y) € R} gz +y) =%
&) ey Y T et
-1
(a) On note ¢ : R — R la fonction définie pour tout x réel par ¢(x) = ; 1

Montrer que ¢ est une bijection de R dans l'intervalle | — 1, 1], et que ¢ vérifie (5).
¢ est une fonction continue et dérivable sur R, de dérivée :

e*(e® +1) —e®(e” — 1)
(6:1: + 1)2

¢'(x) =

2e”
/
r)=-——"—
(b ( ) (ex + 1)2
Ainsi, ¢ est strictement croissante, ses limites en —oo et 400 sont —1 et 1, donc ¢
est une bijection de R dans I'intervalle | — 1, 1].

Calculons alors :
et —1 n eV —1
Px)+oy)  er41 ev+1

Tro@oly) |, ¢ —1o-T
e?+1lev+1
o) +oly) (" —1)(e"+1)+ (" —1)(e" +1)
L+ o(x)o(y)  (e*+1)(e? + 1)+ (e —1)(ev — 1)
$(a) + oly) _ 2eer =2
1+ o(x)p(y) e tvter+ev+1+e"ty —er —ev+ 1




¢(x) +oly) _ 2e"V -2
T+ o@oly) 212
¢(z) + ¢(y)
L+ ¢(z)o(y)
(b) En déduire une expression simple, si (X,Y) €] —1,1[?, de ¢~! (£3%) en fonction de
¢~ (X) et o7 1(Y).
Pour z = ¢~ 1(X) et y = ¢~ 1(Y), on a d’aprés la question précédente :

667 (X) + 6(67'(Y)
14 ¢(¢7H(X))p(¢7H(Y))
_ _ X+Y
B67(X) + 67 (V) =
On en déduit que ¢~1(X) + ¢~ 1(Y) est I'unique antécédent dans R de 2%X> donc :

1+ XY
o (T ) o0+ o)

= d(z +y).

$o~ 1 (X) + o7 (Y))

(c) On note h = ¢~! o g, montrer que h vérifie la propriété (R) de la premiére partie de
I’exercice.
Soient (z,y) € R?, calculons :

hMz+y) =90 '(g(z+y))

1, 9(7) +g(y)
M t9) =0 (T gt

On peut appliquer la question précédente avec X = g(z) et Y = g(y) donc :

h(z +y) =67 (9(2)) + ¢ (9(y))
h(z +y) = h(z) + h(y)
(d) Déterminer alors une expression simple de g, et conclure I’étude de I’ensemble des

fonctions g : R — R vérifiant (S).

Comme h est continue puisque g et ¢! le sont, on a donc d’aprés la premiére partie
un nombre a € R tel que Vz € R, h(z) = ax.

Ainsi, Vo € R, ¢ (g(x)) = ax donc g(x) = ¢(ax).
Réciproquement, si g est de cette forme, on a alors si (z,y) € R? :

plax) + ¢play)  g(x)+g(y)
g(z+y) = lalz +y)) = dlar +ay) = dlax)dlay) 1+ g(z)g(y)

Les fonctions continues qui vérifient (R) sont donc exactement les fonctions de la
forme :

e —1

e + 1

g(z) =

oua € R.



Exercice 3. Quand la somme des cubes est égale au carré de la somme.

Soit (x,,)nen une suite de réels tels que :

(R\WWneN* 28+ a5+ -+ =z, + a0+ -+ 1,)%

n n n
1. (a) Montrer que > k= > (n+ 1) — > i pour tout n € N*.
k=1 i=1 i=1
On peut le faire comme vu en cours par changement d’indice ¢ =n 4+ 1 — &, ou bien
k

en écrivant que k = Y 1 donc :
i=1

D k=22 %
k=1 i=1 k=i
" k:i(nJrl—z),
k=1 i=1
k= Z(n +1) — Zz
k=1 i=1 i=1

(b) En déduire _ k :

k=1

k=1 =1
2 Z k=mn(n+1);
k=1
- n(n+ 1)
k=
2
k=1

2. Montrer que z; =0 ou z; = 1.
D’aprés la relation (R) pour n = 1, on a 23 = 2} donc 2?(x; — 1) = 0, c’est a dire

finalement 21 = 0 ou x; = 1.

n
3. On note S, = 3 x;. Montrer que Vn € N*, xd =25, 2n1 + a2,

n
=1

Calculons :
SZ+1 = (Sp + $n+1)23

2 2 2 .
Sn-‘rl = Sn + 2Snl’n+1 + Lit1s

2 2 2
Sn+1 — Sn = QSnxn+1 + xn+1.

Or la relation (R) revient a Vn € N* :

2= 43

n-

4



Au rang n + 1, on en déduit :
Spi1 =21+ T+ ay X

2 2 _ .3 : he
Donc on a S;,, — S5 = ¥, et la relation annoncée suit.

. On suppose désormais que Vn € N*, x,, > 0. Montrer que 'on a :
Vn e N* x,=n

Pour n = 1, on a vue a une question précédente que z; = 0 ou z; = 1. Comme on
suppose ici que x; > 0, on a donc z; = 1.

Montrons maintenant que la propriété est héréditaire : supposons qu’elle est vérifiée pour

n(n+1)

tous les entiers de 1 & n. On a alors S,, = . De la relation établie précédemment,

on déduit donc :
3

Ty = 25,Tny1 + xi—f—l
On peut diviser par z,,1 > 0 donc :
Ii+1 — Ty —n(n+1) =0.

La fonction x — 2 — x admet le tableau de variations suivant :

z 0

_l’_
8

0 400

L’équation 22 —z = n(n+1) admet donc une unique solution dans ]0, 400, or z = n+1
est clairement solution donc on a z,,; =n + 1.

Alinsi, la propriété est héréditaire donc vraie a tout rang.

. Réciproquement, démontrez que la suite (z,)neny définie pour tout n € N par z, = n
vérifie (R). On le vérifie par récurrence. Aurang n = 1, ¢’est clairement vérifié. Supposons

donc que l'on a :
(1424 +n)?=13423+...0%

1 2
(@) — 134284 ...n3,

On en déduit :

1
ZnQ(n+1)2+(n+1)3:15”+25”+---n3+(n+1)3;

1
T+ D20 A +1) =1+ 2+ 0+ (0 D)
1
Z(n+1)2(n+2)2:13+23+---nf”+(n+1)3;
1 2\ >
((”+ )2(”+ )) — P2 (1)

(1424 4+n+n+1)°=+22+---n*+ (n+1)°

Alinsi, la propriété est héréditaire donc vraie a tout rang n € N*,



Exercice 4. Ftude d’une suite homographique a l’aide de suites récurrentes linéaires d’ordre 2.
On étudie les suites définies par une valeur initiale ug € C et la relation de récurrence :

auy, + b
cu, +d

Up+1 =

ou a, b, c et d sont des complexes tels que ad — bd # 0.
On suppose que l'on a choisi la valeur ug de sorte que la suite (uy,),en soit bien définie.

Soient pg et ¢y deux nombres complexes tels que ug = @, on définit les suites (pp)nen €t (Gn)nen
q0

par les relation de récurrence suivante :
Dny1 = aPn + an

dn+1 = CPn + dQn

1. Montrer que I'on a pour tout n € N, u,, = &. Procédons par récurrence :
dn

— Pour n = 0, on sait que ug = Po par hypothése.
do

— Admettons la propriété au rang n, on a alors u, = P d’ou I'on déduit :
dn

et la propriété est vraie au rang n + 1.

. , . p
— Le principe de récurrence permet de conclure que 'on a bien u, = == pour tout
n

n € N.

2. Montrer que les suites (p,)nen €t (¢n)nen satisfont la méme relation de récurrence :
Pnt2 = (CL + d)pn—i—l + (bc - ad)pn

Gnt2 = (a + d)gny1 + (be — ad)g,

Les deux relations qui définissent les suites p et ¢ nous permettent d’écrire :
DPn+2 = aPnt1 + an—i—l

dn+2 = CPn+1 + dQn—l—l

On peut ensuite remplacer ¢,,1 dans la premiére égalité, et p,,; dans la deuxiéme :
Pnt2 = APpy1 + b(cpn + dgy)

Gnio = c(apy + bqyn) + dgn1



On remarque enfin que les relations définissant p et ¢ donnent :
Pny1 — app = an

gn+1 — dQn = CPn

On remplace alors bg, et cp, dans notre calcul :
Pnt2 = aPpi1 + bepn + d(pni1 — apy)

Un+2 = a(@nt1 — dgn) + cbgn, + dgpna
D’ou 'on déduit les deux relations demandées.

. Appliquer les idées précédentes pour calculer en fonction de n le terme général de la
suite (U )nen telle que ug = 2 et

6u, + 5

Upy] = ————.
mt Up + 2

On pose pg = 2 et go = 1 de sorte que ug = @.
q0
On a alors p; = 6pg + 5q9 = 17 et 1 = po + 2g9 = 4. La relation de récurrence vérifiée

par ces suites est :
Pn42 = 8pn+1 - 7pn

L’équation caractéristique de ce type de suite est :
(C) r*=8r—7

et ses racines sont r; = 1 et 79=7. On a donc deux nombres A et p tels que p,, = A+ u7"
pour tout n € N. La donnée de py et p; nous donne le systéme suivant :

Apu=2
AT =17
1 1 5
On en déduit A= —— et p= -, et
2 2
1 5
W=z 27"
Pn=7575
De méme, on a :
qn—2 5

On en déduit I'expression de u,, en fonction de n :

1 5

_ ot
Un =7
_ _7n
575
6
Uy =D —
1+7n



Exercice 5. Injections, surjections, bijections

1. On note Idg : E — E Dapplication telle que Vx € E, Idg(x) = z. Soit f: E — FE telle
que fo fo f=Idg. Montrer que f est bijective.
Montrons d’abord 'injectivité en prouvant, pour (z1,z2) € E?, que f(z1) = f(z2) =
21 = x2. On suppose donc que f(z1) = f(z2) done f(f(f(21))) = F(f(f(2))).
Ainsi, puisque fo fo f = Idg, v1 = x3.
Montrons maintenant la surjectivité de f : E — FE. Soit donc y € F, on doit prouver qu’il
existe z € F tel que f(z) =y. Or f(f(f(y))) =y donc x = f(f(y)) est un antécédent
de y par f.
Puisque f est injective et surjective, c’est une bijection.

2. A quelle condition sur les sous-ensembles A et B d’un ensemble E donné 'application :
¢:P(E) — P(A) x P(B) définie pour toute partie X de E par ¢(X) = (ANX,BNX)
est-elle injective 7 surjective ?

— Injectivité :
Prouvons que ¢ est injective si et seulement si AU B = FE.
Si AUB # E,on ax € E qui n’appartient ni & A ni & B donc :

¢({z}) = ({z} N A, {z} N B) = (0,0);
p(0) =0DNADNB)=(0,0);

et I’on voit donc que ¢ n’est pas injective. Par contraposée, on a déja prouvé que si
¢ est injective, alors AU B = FE.

Prouvons maintenant la réciproque, soient donc A et B deux parties de E telles que
AU B = E. Dans ce cas, si X € P(F), prouvons que l'on a :

X=(XnNAU(XnNB)

Siz € X, puisque AU B = E on est toujours dans au moins ['un de ces deux cas :
—siz€Adalorsz € (XNA)doncze (XNA)UXNB);
— size Balorsz e (XNB)doncze (XNA)U(XNB).
La premiére inclusion est prouvée, si maintenant x € (X N A) U (X N B), dans les
deux cas possibles on a bien x € X donc la deuxiéme inclusion est triviale.
Si AU B = FE, pour prouver l'injectivité, supposons maintenant que deux parties
X et Xy vérifient ¢(X;) = ¢(X2) = (C,D). Alors on vient de voir que X; =
(XlﬂA)U(XgmB) =CUD et de mémeXg = CUD donc X1 :XQ.

— Surjectivité :
Prouvons que ¢ est surjective si et seulement si AN B = (.
Si AN B # 0, soit x € AN B. Alors ({z},0) n’a pas d’antécédent X par ¢ car il est
impossible que XNA = {z} et XN B = () puisque = € B. Donc ¢ n’est pas surjective
et I’on a prouvé par contraposée que si ¢ est surjective, alors AN B = ().
Supposons maintenant que A N B = (), prouvons que ¢ est surjective. Soit donc
(A", B") € P(A) x P(B), notons alors X = A"U B’. Il est clair que X N A = A" et
X N B = B puisque A’ et B’ sont inclus respectivement dans A et B eux méme
disjoints. Donc ¢(X) = (A’, B') et la surjectivité est prouvée.



