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Exercice 1. Le théoréme de la moyenne de Césaro

On appelle suite des moyennes de Césaro associée a une suite réelle (uy)nen la suite (op)nen définie

par :
_UpF Ul Uy

L n+1

L’objectif du probléme est d’étudier la convergence de (o,,) en fonction de propriétés de (uy,)

1. Cas d’une suite monotone et convergente.

On suppose dans cette partie que (u,) est une suite croissante de limite [. On introduit sa suite
des moyennes de Césaro (0,,) définie comme en introduction.

(a) i. Montrer que la suite (0,,) est croissante.

Soit n € N, on calcule :

ugt+ur + -+ Uy + Upsa _UO+U1+—|—un

On+1 — Op = — L
oo = A Duot (A Dur- -+ (4 Dungs = (R4 2)uo — (0 + 2ur - = (0 + 2)uy
n+1 n (n+1)(n+2)
o — 0 :(”+1)Un+1—u0—u1_..._un
n+1 n (n+1)(n+2)
_ (Un-i-l _UO)+(Un+1 —u1)+...+(un+1 _un)
Ontl — Onp =

(n+1)(n+2)
Comme tous les nombres Uy 11 — Uy, Upt1 — U1 ---, Unt1 — Uy SONE positifs puisque la suite
est croissante, on a donc opy1 — oy > 0.
La suite (0,,) est donc croissante.
ii. Montrer que Vn € N, 0,, < [. Que peut-on en déduire ?
On a en effet puisque u est croissante de limite [ : Vk € N, up, < [. On a donc :

< k=0 _
“n+1

On

On en déduit, puisque la suite est croissante et majorée, que (o,) est convergente vers
I € R, et que I’ < par passage des inégalités larges a la limite.

(b) i. Etablir Vn € N, 09,41 > %an + %Un_i,_l. Soit n € N, on a :

uptur+---tup, +upt1r + 0+ U241

O2n+4+1 =

2n+ 2
o _upFurt o+ uUn | Upgr + o+ U2pga
antl = o + 2 o + 2
2712—1—2
Ug
lug+ur 4+ +up  k=nt1
O2n+1 = 3

2 n+1 2n 4+ 2



Par croissance de la suite (uy), on a, si k > n+ 1, up > upqq doll :

2n+2
E : Unp+41
k=n+1
> — -
e M T
1 (TL + 1)’U,n+1
> — - -
O2n+1 = 20_n+ o + 92

O2n+1 > §O-n + §Un+l-

ii. En déduire que (o,,) converge vers .
Par passage des inégalités larges a la limite, on a d’aprés la question précédente I' >
3"+ 11 d’ott Pon déduit ! > I. On avait déja remarqueé a la question 1(a)ii que ' <1
donc I’ =1 et les deux suites o et u ont la méme limite
(¢) Que dire de la suite des moyennes de Césaro d’une suite décroissante de limite [ ?
Si u est une suite décroissante de limite [, notons o, sa suite des moyennes de Césaro.

Considérons alors la suite v = —u et sa suite de Césaro o, associée. La suite v est croissante
de limite —I donc d’apreés les questions précédentes o, a aussi pour limite —. On remarque
que o, = —0y, et que la suite o, converge donc vers [.

2. Cas d’une suite convergente.
Soit (uy) une suite réelle convergente vers .
(a) Soit € > 0.
i. Justifier qu’il existe ng € N tel que pour tout entier n : n > ng = |u, — | < e.
C’est la définition d’une suite convergente de limite [.
Il aurait fallu poser la question ainsi : n > ng = |u, —I| < §. Ceci est encore vrai puisque
e = 5 est strictement positif, donc on peut appliquer la définition d’une limite avec §.
ii. Etablir que pour tout entier n > ng, on a :

no n

> Juk —1 IFE l\uk—l\
on —11 < =g T
On calcule : .
> Uk
lon =1l = ];z:il !

> ukp — (n+ 1)1
k=0

_l=
[om ‘ n+1

n

> (ur —1)

o — 1| = | 22—
n+1
On en déduit par inégalité triangulaire :
n
> luk =1

.~ —
[7n < n+1

n

ng
> Jug =1 > ug =1

= k=no+1
.y <k 0 0
[on < n+1 n+1

2



iii. Montrer qu’il existe n; > ng tel que pour tout n € N :

n

> lug =1

k=no+1

n>n =
= n1 ntl

€

< —.

-2

Cette question est mal posée. Son résultat est vrai mais ce n’est pas évident de le dé-
montrer. Il aurait fallu demander de prouver :

ng
2 fue =1
k=0
n>n » ——— < —.
= n+l  —2
1l suffisait alors de remarquer que le numérateur est une constante qui ne dépend pas de

n, et donc que :
)

> |ug =1
L ) )
n+1 n—00

. . P ) .. ;L
puis d’appliquer la définition d’une limite avec € = § > 0.

(b) Conclure que (o) converge vers .

1l faut remarquer que si 'on choisit n > n1, on a alors d’aprés les questions précédentes :

70 n
> Juk —1 . > l\uk—l\
k=0 =no+
on — 1| <
lon = 1] < n+1 n+1
no n n
€
> e =1 2 fur —1| 2 3
avec k=0 < et k=no+1 < k=no+1 7
n+1 2 n+1 n+1
n
> Jue—1
Fou et nome <
n+1 T n+1272
On en déduit enfin : e e
op— <-4+ -=¢e
on =l < 5+
On a, pour un € > 0 fixé, trouvé un rang ny a partir duquel ceci est vrai, donc o, —> L.

n—o0
(c) On suppose ici que la suite (o,) converge vers le réel [ . On se propose d’étudier une réciproque
du résultat précédent.

i. Montrer que la suite (u,) n’est généralement pas convergente. On pourra exhiber un
contre-exemple.

Un contre-exemple est donné par la suite de terme général u,, = (—1)". Sin € N, on

a alors o9, = ﬁ et 09,41 = 0 donc les deux suites extraites de (0,) d’indices pairs

ou impairs tendent vers 0. Ainsi, o, — 0 mais il est clair que (u,) n’a pas de limite
n—oo

puisque ses suites extraites d’indices pairs et impairs tendent respectivement vers 1 et
—1.

ii. Montrer qu’une suite (uy,) qui fournit un contre-exemple n’est pas nécessairement bornée.
On pourra considérer la suite (uy,) définie par :

up =p siIpeN,n=yp
up, =0 sinon



n
Sin € N, la somme Y. uy est la somme des entiers naturels p tels que p® < n, cest a

k=0
dire tels que p < n%, ce qui équivaut a p < [[n%]] Or on sait que :

[n3]

S p= Il +1) <
p=0

ni (n% +1)

N

On en déduit que :

;( 1y 1)
n3{ins
0< <
== o+ 1)
1( 1l 1)
n3((n3
0< <
== o+ 1)
n%(l + 1)
0<on,< 33
n(2 + ﬁ)
(1+-7)
0<op < 1 TL32
n3 (24 2)
(1+-)
Par encadrement, puisque ——=2*— — 0, que 0, — 0. En revanche, u,3 = n donc
n§(2+%) n—00 n—00
u,3 — +oo donc la suite u ne converge pas.

n—oo
iii. On suppose en outre que la suite (u,) est monotone ; on pourra considérer, par exemple,
qu’elle est croissante. Montrer alors par 1’absurde que la suite (u,) est majorée par .

Conclure.
Par ’absurde, supposons donc qu’il existe un entier N tel que uy > [. On a alors pour
n>N:

N n

Soup > Uk

E=0 k=N+1

In = n+1 + n—+1

Par croissance de la suite, on a donc :

n

iuk > un

k=0 k=N+1

Un_n—|—1 n—+1
5
Uk
~ k=0 (n — N)uy
n —
n—+1 n-+1

Par passage des inégalités larges a la limite, on en déduit en faisant tendre n vers 400 :
l > Uun,

ce qui fournit la contradiction désirée. Ainsi, (u,) est majorée et croissante, donc conver-
gente. On déduit de la premiére question que (u,) converge vers [.

3. Cas des suites périodiques Soit T' € N* et (uy,) une suite réelle T périodique i.e. telle que :
Vn €N, upyr = Un.

On introduit sa suite des moyennes de Césaro (o,) définie comme en introduction. On pose

aussl :
_upturt-c-tur—

- T




_ Upgl +Upy2 + o+ UpgT

T
Prouvons le par récurrence. Pour n = 0, c’est vrai car par périodicité, ug = ur donc :

(a) Montrer que Vn € N, s

_Uptur+---Fur—y Uyt tur—gtur
= T — T .

Supposons que c’est vrai au rang n € N, on a alors puisque uy+1 = Up41+7 par périodicité :

_ Upyl T Upg2 + T Upyr Upg2 0 Upp T+ Un T4

T T

Ainsi, la propriété est héréditaire donc vraie pour tout entier.
(b) On consideére la suite (v,) de terme géneéral : v, = (n+ 1)o, — (n+ 1)s
i. Montrer que (v,) est T-périodique.
Calculons :
UpgeT =Ug + UL+ -+ Upgr — (R +14+T)s
Un+T:uO—|—ul+"‘+un+1+"'+un+T—TS—(TL+1)S

Or on vient de voir que

W:sdoncun+1+-~+un+T—Ts:0donc:

UnyT =Ug + UL+ +up — (n+1)s = vy,

et la suite v est bien périodique de période T
ii. En déduire que (vy,) est bornée.

En notant M = max{|vg|, |v1],--- ,|vr—1|}, on a pour tout n € N : |v,| < M, puisque v,
est égal & 'un des nombres vg, vy, -+ ou vy—; selon le reste de n a la division par T

iii. Etablir que (0y,) converge et préciser sa limite.
On déduit de la question précédente :

(n+1)o, —(n+1)s| <M

0<|op—s| <

n+1
On en déduit par encadrement que |0, —s| — 0 donc (0,,) est convergente de limite s.
n—oo

Exercice 2. Plus petite période

Soit f : R — R une fonction continue périodique non constante. On veut prouver que f admet une
plus petite période, c’est-a-dire qu’il existe 7' > 0 tel que
— f(x+T) = f(z) pour tout x € R
— pour tout 0 < 7 < T, il existe x € R avec f(z+ 1) # f(x).
On pose
A={r>0: Vz eR, f(z+71)=f(2)}.

1. Justifier que A admet une borne inférieure que 1’on notera 7.
A est non vide puisque f est périodique, et A est minorée par 0 donc A admet une borne
inférieure.

2. Démontrer que T' > 0.

Suivant l’'indication, on raisonne par 'absurde et ’on suppose que T' = 0, on a donc si n € N*
pour € = % > 0 un élément t,, € A tel que 0 < t, < %
Soit alors x € R.



— On note u, = L%J t, pour n € N*. On sait pour un réel y que y — 1 < |y| < y.

On en déduit :
! 11¢, < < mt
Rl u el
tn n = n = tn n

T—1tp <up <z

Puisque ¢, —> 0, on a donc par encadrement w, —
n—oo n—oo

— Si n € N*, montrons par récurrence sur k que ’on a pour tout k € N :

f(ktn) = f<_ktn) = f(O)

Pour k = 0, cette propriété est évidente.

Prouvons I’hérédité. On suppose la prpriété vérifiee au rang k. Or on sait que f(kt,) =
f(kt,+t,) puisque t,, € A. On a donc bien f ((k + 1)t,) = f(0) par hypothése de récurrence.
On a aussi f(—(k + 1)t,) = f(—(k + 1)ty +ty), clest a dire f(—(k+ 1)t,) = f(—ktp) d’ou
I'on déduit aussi que f(—(k+ 1)t,) = f(0) par hypothése de récurrence.

Ainsi, la propriété est vraie pour tout entier naturel k£ et 'on en déduit, si [ € Z, que l'on a
f(lty) = f(0). En particulier, f(u,) = f(0)

— Concluons : on a u, — =z et f continue donc f(u,) —> f(z). Ceci entraine que f(z) =
n—oo n—oo

f(0). f est donc constante, ce qui est la contradiction recherchée.

3. Démontrons que T est une période pour f : par définition de la borne inférieure, on a pour tout
n € N* un élément 7,, de Atel que T' < 7, <T + % de sorte que 7,, — T.

n—o0o
Soit € R. On a puisque 7, € A :f(x + 7,) = f(z). Par continuité de f, on a donc en passant
a la limite quand n tend vers +oo :f(x +T) = f(x).

Ainsi, f est T-périodique.

Exercice 3. Non continue et vérifie pourtant la propriété des valeurs intermédiaires

On considére la fonction f définie sur [0, 1] par

0 siz=0
() = { sin (l) sinon.

T

1. Démontrer que la fonction f n’est pas continue en 0.
Notons v, = ﬁ pour n € N.
Onawv, — Oet f(v,) =1 pour tout n € N.
n—oo
Or f(0) = 0 donc f ne peut étre continue en 0.
2. On souhaite prouver que f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires, c’est-a-dire que pour
tous réels a < b, et pour tout y compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ €la, b] tel que y = f(c).
(a) Traiter le cas a > 0.
Dans ce cas, f est continue sur [a,b] C R%, donc il s’agit du théoréme des valeurs intermeé-
diaires pour une fonction continue.

(b) Si a =0, justifier 'existence de d €]a, b] tel que f(d) = f(0). Conclure.
Si a = 0, notons pour n € Nx : u,, = n%r Puisque u,, — 0 et que b > 0, on a un entier n tel

n—o0

que 0 < u,, < b. Notant d = u,, on a alors f(d) = 0 = f(0) et on peut appliquer le théoréme
des valeurs intermédiaires sur 'intervalle [d, b] pour s’assurer que toute valeur strictement
comprise entre f(a) = f(d) et f(b) admet un antécédent par f dans l'intervalle.



