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Devoir surveillé

Exercice 1. Théoreme de Rolle
R désigne I’'ensemble des nombres réels et [ est un intervalle de R non vide et non réduit a un
point.

1. Enoncer le théoréme de Rolle.

2. Soit h une application de I vers R, dérivable sur I, et p un entier naturel, p > 2. On
suppose que h s’annule p fois sur I, démontrer que A’ s’annule au moins p — 1 fois sur 1.

3. On considére les applications a et b de ]0, +o00[ vers R définies par :
a(z) =327 + 2719 + 4210 4 2270 + 112%

b(x) = —1500 " — 4025~ * — 802~ — 202~

On suppose que b s’annule au plus 3 fois dans ]0, +00[. Montrer que a s’annule au plus
4 fois dans |0, +o0.

4. Soit n € N*| (aq, ag, ....., ;) un élément de R"™ avec oy < aig < ... < Oy (A1, A2y ey Ap)
un élément de (R*)" et f,, 'application de ]0, +oo[ vers R définie par :

fulz) = Z AL
k=1

Démontrer que f, s’annule au plus n — 1 fois dans |0, +-00].

5. On considére le polynome P de R[X] suivant : P = X400 4 7X201 _ 4 X101 4 1. Prouver
que P admet au plus 6 racines réelles.

Exercice 2. Suite récurrente et fonction contractante.

Soit f une fonction définie sur [0, 4] par f(z) = V4 + .

1. Montrer que Uintervalle [0, 4] est stable par f, et que f admet un unique point fixe «
sur [0,4] que 'on calculera.

2. Etudier les variations de f’ et justifier que |f’| est majorée par %1.

3. La suite (u,) est définie par

up € 10, 4] et  VneN, w1 = f(u,).

1 n
lu, —al < <é_l> lup — a.

Qu’en déduit-on sur le comportement de (uy,) ?

Montrer que si n € N,



Exercice 3. Systémes a paramétre
1. Discuter suivant la valeur du parameétre m € R le systéme :

r+y—2z = 1
rT—2y+2z = m
r+y—2z = 1

2. Discuter suivant la valeur du paramétre a € R le systéme :

ar +(1—a)y +(1—a)z = a®
ar +(1+a)y +(1+a)z = a—a?

z +y +z = 1l—-a
Exercice 4. Puissances d’une matrice.
1 -1 2
Soit A=10 1 1
0O 0 1

1. On note B = A — I3, calculer B? et B3. Exprimer, en fonction de n € N, n > 2 : (8),
2. Par exemple a 'aide de la formule du binoéme (justifier son utilisation), donner une
expression simple de A" pour n € N et n > 2.

Exercice 5. Matrices et suites récurrentes

On considére les matrices :

10 —1 0 -1 1 2 1 -1
P=(0o1 1},0=[1 2 —-1]etd=|-1 0 1
11 1 -1 -1 1 1 -1 2

1. Calculer le produit PQ. En déduire I'expression de inverse de P noté P~ 1.

2. On pose D = P~YAP. Montrer que D est une matrice diagonale que 'on calculera et
exprimer, pour tout entier n € N, D",

3. Montrer, par récurrence, que pour tout n € N, A" = PD"P~1,
4. En déduire que, pour tout n € N,
2m 2" —1 1-2"
At=|1-2" 2-2" 2" -1
1-2" 1-2» 27
5. On pose ag = by = ¢y = 1 et on définit par récurrence, pour n € N, les suites (a,)nen,
(bn)nGN et (Cn)nEN par :

Gpi1 = 20, + b, —cp
bn+1 = —ap+c,
Cht+1 = —Qpn — bn + 2Cn

On note, pour tout n € N, U,, la matrice de M3 ;(R) définie par :

Montrer que, pour tout n € N, U,,,; = AU, puis que U, = A"U,.

6. En déduire expression des suites (a,)nen, (bn)nen €t (¢n)nen en fonction de n € N.



