Devoir 2024
PCSI DS n° 6 et 6bis

Corrigé du devoir surveillé

1 Sujet standard

Exercice 1. Théoréme de Rolle

R désigne I’ensemble des nombres réels et I est un intervalle de R non vide et non réduit a un
point.
1. Le théoréme de Rolle affirme que si une fonction f continue sur un intervalle [a;b] et
dérivable a Uintérieur |a; b de cet intervalle vérifie f(a) = f(b), alors Jc € ]a;b] tel que
f'(e) = 0.
2. Soit h une application de I vers R, dérivable sur I, et p un entier naturel, p > 2. On
suppose que h s’annule p fois sur , notons x; < x5 < ... < x, ces p valeurs ot h s’annule.

Pour 1 <i < mn — 1, on peut appliquer le théoréme de Rolle sur I'intervalle [z;; x;,1] et
I'on en déduit qu’il existe y; € |z;; x;41] tel que A'(y;) = 0. Ceci nous donne p — 1 valeurs
distinctes pour lesquelles A’ s’annule.

3. On considére les applications a et b de ]0, +00| vers R définies par :
a(z) =327 + 271 + 421° 4 227 + 112%

b(z) = —15027°" — 402~ — 80~ — 202!

On suppose que b s’annule au plus 3 fois dans |0, +oc[. On remarque une primitive
particuliére de b, notée B :

B(z) =320 4+ 074 + 4272 4 22710 - 11

En particulier, on remarque que B(x) = a(z)x 3. Ainsi, si a s’annule p fois sur |0, +o0,
alors B s’annule aussi p fois sur |0, +oo[ et donc on sait d’aprés la question précédente
que la fonction b s’annule au moins p — 1 fois sur ]0,4+o00[. L’hypothése de 1’énoncé
entraine que p — 1 < 3, c’est a dire p < 4 donc a ne s’annule pas plus de quatre fois.

4. Soit n € N*| (ay, ag, ....., a,) un élément de R™ avec o < g < ... <y (A1, Aoy ey Ap)
un élément de (R*)" et f,, 'application de ]0, +oo[ vers R définie par :

fulz) = Z A x™F
k=1

Démontrons par récurrence sur n que f, s’annule au plus n — 1 fois dans ]0, +o0].
Initialisation de la récurrence : pour n = 1, une fonction f; de la forme fi(x) = A\jz™
ol A; € R* ne s’annule pas.

Hérédité : Supposons le résultat vrai aux rang n, et considérons une fonction f,, 1 de la
ntl n+1

forme : f,11(x) = > Agz®, qui se factorise en f,1(x) = 2 > A1,
k=1 k=1



Supposons que f,;; s’annule au moins p fois sur |0, +oo[, alors on aura que g(z) =

n+1 n+1
™ Az~ gannule au moins p fois aussi, donc sa dérivée ¢'(z) = > M (ap—aq )zt
k=1 k=2

s’annule au moins p — 1 fois.

Comme cette dérivée est une somme de n puissances distinctes de z, on peut lui appliquer
I’hypothése de récurrence et 'on a p —1 < n — 1 donc p < n et la propriété est bien
héréditaire. Le principe de récurrence permet de conclure qu’elle est vraie.

5. On considére le polynome P de R[X] suivant : P = X% +7X201 —4X1'0! 1, Prouvons
que P admet au plus 6 racines réelles : d’aprés la question précédente, on sait déja
que P s’annule au plus trois fois sur ]0, +o0o[. Notons @ = X400 4 7X201 4 4 X101 ¢ 1,
Q(X) = P(—X) s’annule aussi au plus trois fois sur |0, +oo[ donc P s’annule au plus
trois fois dans |—oo, 0].

Comme P(0) # 0, on voit que P s’annule au plus 6 fois sur R.

Exercice 2. Suite récurrente et fonction contractante.

Soit f une fonction définie sur [0,4] par f(x) = V4 + z.
1. Montrer que Iintervalle [0, 4] est stable par f, et que f admet un unique point fixe «
sur [0,4] que 'on calculera.
La fonction f est croissante et continue donc [f(0), f(4)] = [2,V/8]. Puisque [2, V8] C
[0, 4], intervalle [0, 4] est stable par f.
On cherche & résoudre, pour z € [0,4], ’équation /4 +x = x. Elle équivaut, puisque
tout est positif pour x dans cet intervalle, a :

4+ =22

2 —r—4=0.

Les deux solutions de cette équation du second degré dans R sont z; = 1=

HT V17 T’unique solution dans I'intervalle considéré est donc av = HT Vi7,

2. On commence par remarquer que f est dérivable sur [0,4], de dérivée f'(z) =

Cette dérivée est a valeurs positives sur [0,4] et décroissante. Ainsi, pour tout = € [0, 4],
on a:

1
Pl < £0) =1,
3. La suite (u,) est définie par

ug € [0,4] et  VneN, up = f(un).

1 n
lu, —al < (Z) lug — a.

On déduit de la majoration de |f’| que f est ;-lipchitzienne sur [0, 4].

Montrer que si n € N,

On prouve alors le résultat demandé par récurrence sur n.
Pour n = 0, il est vrai.
Supposons qu’il soit vérifié au rang n, on a alors puisque f est lipchitzienne :

| (un) = f(@)] < 7 |un = af.



Ceci signifie :

1
|un+1—a|§1|un—a,

d’out 'on déduit par hypothése de récurrence :

1 /1\"
|Un+1—0f|§1(1) [u — af,

1 n+1
[Ups1 —af < (Z) lup — af.

Qu’en déduit-on sur le comportement de (u,,)? (u,) est donc convergente de limite a.
Exercice 3. Systémes a paramétre

1. Discuter suivant la valeur du paramétre m € R les solutions du systéme :

3xr+y—2z = 1 —2y+2z = =2 Ly —3Ls — 14
(S) : { z—=2y+2z = m <= —3y+z = m—1 Ly— Ly — Le
r+y—z =1 r+y—z =1
—y+Z = —1 %L1—>L1 —y+Z = —1
r+y—z = 1 r+y—z = 1

Pour toute valeur de m € R, le systéme admet donc pour unique solution le triplet
N m ) N m 9 N ) N
(z,y,z) ouy = ) d’aprés Ly, 2 = —1 + B d’aprés L, et x = m d’aprés Ls.

. X . . m m
Finalement, ce sytéme admet donc une unique solution (m, 5 -1+ 5)

2. Discuter suivant la valeur du paramétre a € R le systéme :

ar +(1—a)y +(1—a)z = ad?
ar +(1+a)y +(1+a)z = a—a?
r 4y +z = 1l—a

On fait les opérations Ly < L1 —als et Ly < Lo —als :

(1-2a)y +(1—2a)z = 2d*—a
Y +z =0
T 4y +z = 1l—a

On fait alors Ly < Ly + (2a — 1)Ly :

0 = 2a®—a
y +2 = 0
T = 1l—a

Si 2a® — a # 0, le systéme est donc incompatible.
Si 2a®2 —a = 0, c’est a dire si a = 0 ou a = %, le systéme est de rang 2 et il y a une
inconnue parameétre. L’ensemble des solutions est :

{(1—a,—2,2)|z € R}



Exercice 4. Puissances d’une matrice.

1 -1 2
Soit A=10 1 1
0 0 1
1. On note B = A — I3, calculer B? et B3.
0 —1 2 00 -1 000
B=|0 0 1],B*2=[00 0 |,B>=(00 0
0 0 O 00 O 000

3

Exprimer, en fonction den € N, n > 2 : (3) =1, (1) =n, (g) = "("2_1).

2. Par exemple a laide de la formule du bindéme (justifier son utilisation), donner une
expression simple de A" pour n € N et n > 2.
On a A= I3+ B avec B et I3 qui commutent puisque I3B = Bl; = B donc :

Ar = zn: (Z) B*Ip ",

k=0

Comme pour k£ > 3, on a B*¥ =0, on obtient :

—1
A" = I3+ nB + (n2 )B2,
1 —n 2n— "("271)
A"=10 1 n
0 0 1
Exercice 5. Matrices et suites récurrentes
On considére les matrices :
1 0 -1 0o -1 1 2 1 -1
P=101 11],0Q-= 1 2 1]l etA=1]1-1 0 1
1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 2

1. Calculer le produit PQ. En déduire I'expression de 'inverse de P noté P~1.
On remarque que PQ = I3 donc P est inversible d’'inverse P~! = Q.

2. On pose D = P~'AP. Montrer que D est une matrice diagonale que I’on calculera et

et I'on en

S = O
N OO

1

exprimer, pour tout entier n € N, D". Le calcul donne D = |0
0

10 0

déduit : D" = [0 1 0
00 2

3. Montrer, par récurrence, que pour tout n € N, A® = PD"P~1,
Pour n =0, on a bien A° = I3 et PD°P~! = P[3P~' = PP~ = [;.
Supposons la propriété vraie au rang n, on a donc A" = PD"P~!. Or on sait que
D = P7'AP donc PDP~! = PP 'APP~! = A. On en déduit :

A" = A"A = PD"P'PDP' = PD"DP™! = pD""'pL,

Alinsi, la propriété est héréditaire donc vraie pour tout n € N.

4



4. On fait donc le calcul pour n € N :

1 0 -1 1 0 0 0 -1 1 2n 2t —-1 1-2"
A"=10 1 1 01 0 1 2 —-1)]=11-2" 2-2" 2" -1
11 1 0 0 27 -1 -1 1 1-27 1-2" 2"

5. On pose ag = by = ¢y = 1 et on définit par récurrence, pour n € N, les suites (a,)nen,
(by)nen €t (Cn)nen par :

Apt1 = 2a, + bn —Cn
bn+1 = —an+Cy
Cn+1 = —ap — bn + 2¢,

On note, pour tout n € N, U,, la matrice de M3;(R) définie par :

Montrer que, pour tout n € N, U,,,; = AU, puis que U, = A"Uj.
On remarque effectivement pour n € N que 1'on a :

2 1 -1 an, 2a, + by, — ¢,
AU, =1-1 0 1 b, | = —a, + ¢, =Upi1.
-1 -1 2 Cn —a,, — b, + 2¢c,

Prouvons ensuite par récurrence que U, = A"U,. Pour n = 0, c’est évident puisque
AY = I3. Prouvons I'hérédité, on suppose donc que U, = A"U,, on a donc puisque
Un+1 = AUn .

Uni1 = AA™Uy = A",
Ainsi, la propriété est héréditaire donc vraie pour tout entier.

6. En déduire 'expression des suites (a,)nen, (bn)nen €t (¢n)nen en fonction de n € N :

a, ao onom 1 1—27\ [1 on
by | =4[ | = [1-20 2—2 21| [1] =[2-2n
cn co 1—927 1—9n on 1 9 _9on

2 Probléme du sujet bis

Premiére partie

1
2

1
On considére la fonction f : z +— )1+x
—x
2 2-(1—2) 14z
1. O tout R\{l}: ——-1= = .
n a pour tout z € R\ {1} - - T
1
PourtouthR\{l}par:g(z):1+x.
-z

Sur ]1,4o00], la fonction z — 1 — x est décroissante et a valeurs dans R*. Sur R* | la

est donc

fonction x +— % est décroissante. La composée de ces deux fonctions, x —
-

2
croissante sur |1, +o00[. On en déduit enfin que x — —— —1, et donc g, est décroissante

sur |1, +oo[. Pour les mémes raisons, g est décroissante sur |—oo, 1].
Dressons le tableau de variations de g :



g(x) e -

On en déduit immédiatement que g est négative sur |1, +oo[, puis comme elle s’annule
en —1, que g est négative aussi sur |—oo, —1[ et positive sur |—1, 1].

. [ est définie sur D = R\ {1}.

. En écrivant f comme la composée f = \/m, étudions ses variations. Sur |1, 4+oc0[, on a
f =+/—g donc f est décroissante puisque —g est décroissante et que la racine carrée est
une fonction croissante. Il en est de méme sur lintervalle |—oco, —1[ ou f est croissante.
Sur |—1,1[ enfin, f = /g est croissante :

x —00 —1 1 +0o0

7(@) 1\ /m\
0

. Les limites de f aux bornes de son ensemble de définition ont été précisées dans le
tableau de variations ci-dessus.

1

. Etudier soigneusement la dérivabilité de f en —1 : calculons donc le taux d’accroisse-

ment 7(z) = f(i)—_—({(l_)l) = Si—-l<z<l,ona: f(z) = (11_2)2 et 7(z) =
1

- —. Le dénominateur tend vers 0 par valeurs positives quand = > —1 et

(I1+x)2(1—2)2

r— —1ldonc 7(z) — , Too la fonction n’est pas dérivable a droite en —1, elle admet
z——1

une tangente verticale donc f n’est pas dérivable en —1.




7. Si (z,y) € D? verifient zy +1 # 0, on a :

Ly By 1 1
F Ty \ 1+ay __1+xy+x+y5_(1+@O+ﬂ)5_f@ﬁ()
l+zy) 1_$+y 1ty —2z—y| Q-2 (1-y)| 4
14+ 2y

Deuxiéme partie
Dans cette partie, on désignera par I 'intervalle ouvert |—1, 1[.

1. On fixe y € I non nul :

T +y xy + 1y l+ay+y*—-1 1 y—i
l+azy  y(1+ay) y(1+zy) y lduay

Si y > 0, la fonction x — 1+ xy est croissante entre les valeurs 1 —y > 0 et 1 +y sur I,
donc x — H% est définie et décroissante sur . Mais si y €]0,1[,y < i donc y — i <0
et la fonction u s’avére finalement croissante sur I. Si y < 0, x — 14 xy est décroissante
entre les valeurs 1 — y et 1 4+ y, l'inverse de cette fonction est donc croissant et 'on a
pour y €] — 1,0 : % <ydouy— i > 0 et u s’avére croissante aussi dans ce cas la. Si

y =0, u(z) = x donc u est encore croissante.

x —1 1
1
—1
On a u(] — 1,1[) =] — 1,1[ puisque I'image d’un intervalle est un intervalle par une

fonction continue, et que u est ici strictement monotone, ce qui permet de préciser u (/)
directement grace au tableau de variations ci-dessus.

2. On cherche & déterminer ’ensemble des fonctions ¢ définies sur I vérifiant les trois
propriétés suivantes :
— ¢ est continue sur /,
— ¢ est dérivable en 0,

— Vo) € P sla)ot) =0 (150 ).

La fonction nulle est une solution. On suppose dans toute la suite du probléme que ¢
est une autre solution.

(a) Soit x € D tel que ¢(z) # 0. On a alors pour y =0 :

. (‘”—“)) — 6(x)6(0)

1+2x2x0

Le. ¢(z) = p(2)(0) doi $(0) = 1.

(b) Pour montrer que ¢ ne s’annule pas, on peut dire que pour x € D, et y = —x :

(2)p(—) = ¢ (f - ;;/ ) — 6(0) = 1.

Donc ¢(z) ne peut étre nul.



(c)

3. (a)
(b)

b
o(x)
— 1z, on a d’aprés I'énoncé : ¢(x)d(y) = ¢(x + h).

Le calcul précédent montre aussi que tout x € [ vérifie : ¢(—z) =

r+y
14 2y
Réciproquement, si deux réels x et h donnés vérifient x € I et x + h € I, montrons
qu’il existe y € I tel que ¢(z)p(y) = ¢(x + h). ( Indication : question 2c )

Comme ¢ ne s’annule pas, on a équivalence entre ¢(z)p(y) = ¢(x + h) et

By) = dx +h) x g ou encore ¢(y) = G(r + h)o(~x) daprés 2 donc

oly) =9 (1 +x(:jfh)(—x)>’ te. ly) = ¢ (ﬁz—ﬂ)

Préciser y en fonction de x et h, en déduire I’expression de h en fonction de z et y.

Soit (x,y) € I*. Pour h =

Il est donc possible de trouver un tel y, par exemple en posant y =

1—hx —a?
Si c’est ainsi que y et h sont liés, on peut retrouver h en résolvant y(1 —hx — %) = h
_ . y(1 —a?)
e y(l—a2?) =h(1 d ch=>"———=.
ie y(1—x%) (1 + xy), ce qui nous donne Ty

Si z, y et h vérifient les hypothéses des questions précédentes et que h # 0, calculons :

¢x+h)— o)  ¢@)o(y) —olx) _ (dy) —Do(x)  oly) -1 o(x)

= = = X X(1+z
h h y(1 —2?%) Y 1— a2 (1+oy)
14+ 2y
Montrons que ¢ est dérivable en tout point x € [ : on fixe x € D, on pose
h
Yy = T we—— et que 'on fait tendre h vers 0 pour calculer la limite du taux
—hxr—=x
—1
d’accroissement ci-dessus. Puisque y — 0, on a M — ¢'(0). En outre,
h—0 Yy h—0
x x
¢(z) x (14 xy) ¢(z) . Ainsi, par produit des limites, le taux d’accroisse-
1 — 22 h—0 1 — 22
ment admet une limite quand A tend vers 0 donc ¢ est dérivable en x de dérivée :

oy @)
# (@) = (0): 22
On a donc avancé dans 'analyse du probléme et prouvé que si ¢ est une fonction non
identiquement nulle répondant au probléme posé, ¢ ne s’annule pas et vérifie pour
une certaine constante K € R :

() o Y@ K
/ — ’ I
<;5(;U)—K1_:C2,Cestad1re o) " I-aF
1 1
Or = ; (1 1JFJC) Une primitive de z +— 22 est

T~ = G-o0+e
donc z — E(—In(1 — z) +
telle que : Vo € D, In(|¢(z)|

K
(1 B ,
|o(x)| = e (1 e pour un couple K, K’. de réels. Toute solution est donc de
-z

)
In(1 SL’)) On en déduit qu’il existe une constante K’
) =K'+ 5(=In(1 — 2) + In(1 + 2)). On sait donc que

1
laformext—)k(1+x

) . Comme ¢(0) = 1, on doit avoir A = 1 ce qui restreint les
—x

. . . 1+
solutions possibles aux fonctions de la forme x — (1 )
-



1+

o
= f(x)? est
une solution car f en est une, c’est celle du début du probléme. Et nous venons de

voir qu'une fonction solution de notre probléme est nécessairement de cette forme, a
I’exception de la solution nulle.

Passons enfin a la syntheése : toute fonction de la forme x +—

3 Exercices du sujet bis

Exercice 6. Théoréme des accroissements finis généralisés et régle de [’Hospital

Soient f, g : [a,b] — R continues sur [a,b] et dérivables sur ]a, b|.
1. Montrer qu’il existe ¢ €]a, b tel que :

On introduit la fonction F' : [a,b] — R définie par F' : = — (f(b) — f(a))g(z) —
(g(b) — g(a)) f(x). On remarque que :

F(a) = f(b)g(a) = f(a)g(a) — g(b) f(a) + g(a)f(a) = f(b)g(a) — g(b) f(a);
F(b) = f(b)g(b) = fa)g(b) = g(b)f(b) + g(a)f(b) = f(b)g(a) — g(b)f(a).

F est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b] de dérivée :

Puisque F(b) = F'(a), on peut appliquer le théoréme de Rolle, et on a ¢ €]a, b[ tel que :

(f(b) = f(a)) g'(c) — (9(b) — g(a)) f'(c) = 0.
f@)—fla) _

g(z)—g(a)
Si z > a, on a en effet d’aprés la question précédente ¢, €]a, x| tel que

g'(co)(f(z) = f(a)) = f'(ca)(g9(z) — g(a)).

2. En déduire que si lim,_,,+ % =1, alors lim,_,,+

Puisque a < ¢, < z, on remarque que lim,_,,+ ¢, = x donc lim,_,,+ f/(—c = [. Ainsi,

pour x assez proche de a, ¢'(c;) # 0 (sous-entendu par I'existence d’une limite) et 1'on

peut écrire :
f(x) = fla) _ f'(ca)
9(x) —gla)  g'lc)

f@)=f@ _
g@—gla) ~ "

3. Application : déterminer lim,_,q+ (C

+1)e?
On note f(x) = cosz — e” et g(x) = (;1:
Or f et g sont derlvables de dérivées f'(z)
z) _
)

On en déduit lim,_,,+

os t—e”

)e — 1. On remarque que f(0) = ¢(0) = 0.
= —sinz —e” et ¢'(x) = (z + 2)e”. Ainsi, on

a lim,_,o+ Ex)) % donc lim,_,o+ E

1
2"

Exercice 7. Inverse et puissances d’une matrice



1. SiC =

€ Mg(R) et D=

N DN DO
N DN DO
(NI NI V]
S O W
S w O

0
0 | € M3(R), vérifier que CD = DC
3

et calculer en fonction de p € N* : C? et DP.
Comme D =3I3,ona CD = DC = 3C.

3 0 0
La matrice D étant diagonale, on a DP = 0 3 0 ou encore DP = 3P[3, cette
0o 0 3

formule étant aussi valable pour p = 0.

Concernant C, on remarque que C? = 6C donc on prouve aisément par récurrence que
I'on a pour tout p € N* : C? = 6P~1(C.

. On note £ = C + D, calculer EP en fonction de p pour p € N*. On applique la formule

du bindéme : )
PN\ ~k yp—k
C+ D)= c*DpP
(€ + D) EjQ)

k=0

p
(C+ Dy =Dr+ Z (Z) 6F-103rk ],

k=1

p
w+Dv=y@+< (@ﬁm?k>c
k=1
1 G)kﬁ
- 6837+ | C
6 (kl k
p
(C+DV:WQ+%(§:@)@Wk—W>C
+

(C+ D)P =313

(C+ D) =3Iy +

(64 3)” —37) C

(c+wnh:yg+%ar—3mc

9P45x3P QP3P 9P _3p
6 6 6
N P _3P P P P _3P
Concrétement, cela donne : EP = £ FxF 3
9P =3P 9P—3P  9P45x3P
6 6 6
. Montrer que E est inversible, préciser son inverse : on peut remarquer que la formule
’
ci-dessus fonctionne aussi pour p = 0 et deviner qu’elle va fonctionner pour p = —1.

Il reste alors simplement & vérifier que la matrice ainsi obtenue, %[3 — 2%0, est bien
Vinverse de £ = C'+ 313 en calculant : (315 — 5=C) (C+3I3) = :C+ I3 — 5-C? — 1C =
L+G-2-LHo=1I.

Finalement, £ est inversible d’inverse £~! = %[3 — %C

. Calculer E7? en fonction de p pour p € N* : il suffit de prouver par récurrence sur p que

1
l'ona E7P =37P[;+ 6 (9P —-377)C.
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