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1 Une équation dans I’espace des polyndémes complexes

Le but de ce probléme est de déterminer 'ensemble des polynomes P € C[X] solution de I’équation :

(E) P(X?-1)=P(X +1)P(X —1).

Le polynéme P = 0 est une solution évidente du probléme, on suppose dans toute cette partie que le
polynéme P # 0 est une solution de (F).

1. Un polynome constant non nul vérifiant (E) est de la forme P = ¢ € C* et vérifie ¢ = ¢ donc
¢ = 1. L’unique polyndéme constant non nul solution est P = 1.

2. On considére une suite (a,)nen satisfaisant la relation de récurrence (R) :

(a)

(b)

Vn eN, apnt1 = afl + 2ay,.

Montrons par récurrence que pour tout n € N, a, + 1 = (ag + 1)%".
Pour n = 0, cette relation est vraie puisqu’elle signifie ag + 1 = (ag + 1)*.
Prouvons I'hérédité : on suppose que a, = (ag + 1)2" — 1. Par définition de notre suite, on

a alors : )
ans1 = [(a0+1)*" —1]" +2[(ap + 1)*" —1].

ans1 = (ao + D2 +1—2(ag + 1)%" + 2(ap + 1)2" — 2.

27z+1

Ap4+1 = (CL[) + 1) — 1.

On en déduit que la relation an41 + 1 = (ap + 1)271+1 est vérifiée, donc la propriété est
héréditaire.

Ainsi, le principe de récurrence permet de conclure.

Si ag est un réel strictement positif, alors (ag+1) > 1 donc la suite de terme général (ag+1)2"

est croissante. Puisque a,, = (ag + 1)2" — 1, (@y)nen est une suite strictement croissante de
réels.

3. Si a est une racine de P, on peut remplacer X dans I’équation (E) par a + 1 et 'on en déduit
que P ((a+1)?—1) = P(a+ 2)P(a) = 0 donc (a + 1)? — 1 est aussi racine de P. On peut
¢galement remplacer X par a — 1 et obtenir alors que P ((a —1)? — 1) = P(a)P(a — 1) = 0,
donc que (a — 1)? — 1 est aussi racine de P.

4. On suppose maintenant que (a,)nen est une suite de complexes qui satisfait la relation (R) et
que ag est racine de P.

(a)

(b)

On remarque que (a + 1)2 — 1 = a® + 2a donc d’aprés le raisonnement précédent, si a est
racine de P, a® + 2a est aussi racine de P. Par récurrence, il est alors aisé de prouver que si
ag est racine de P, il en est de méme de a,, pour tout n € N.

Un polynoéme non nul admet un nombre fini de racines distinctes ( ce nombre étant inférieur
ou égal a son degré ). Ainsi, la suite (a,)nen n'est pas constituée de nombres tous différents
puisque ce sont des racines de P. On en déduit qu’il existe n et m dans N tels que m < n et
U = Ay, i.e. tels que (ag 4+ 1)2" = (ag +1)%".

Si ag # —1, on peut simplifier par (ag 4+ 1)2" pour obtenir (ag + 1)2"72" = 1, d’ott I'on
déduit que (ag + 1) est une racine (2" — 2™)-iéme de 'unité donc |ag + 1| = 1.



(¢) On suppose par ’absurde que P admet pour racine un nombre ag strictement positif. Mais
alors la suite (ap)nen construite & partir de cette premiére valeur et de la relation (R) est
strictement croissante et constituée de racines de P. Comme P est non nul, il ne peut avoir
ainsi une infinité de racines : on obtient une contradiction, d’ott I’on déduit que P n’admet
aucune racine réelle strictement positive.

(d) Par Pabsurde, supposons que —1 est racine de P. Alors d’aprés la question 3, on a aussi
(=1 —1)2 — 1 = 3 qui est racine de P, ce qui fournit la contradiction désirée puisque P n’a
pas de racine strictement positive d’aprés la question précédente.

. Si a est racine de P, on sait grace a la question précédente que a # —1. Ainsi, la question 4(b)
nous garantit que |a 4+ 1| = 1. On montrerait de méme que |a — 1| = 1. Donc si P a une racine,
cette racine a vérifie |a + 1| = |a — 1| = 1 : le point d’affixe a est donc sur les deux cercles de
centres d’affixe —1 et 1, de rayon 1, qui sont tangents en leur unique point d’intersection qui a
pour affixe 0. Ainsi, a = 0.

. Si P est une solution de (F), comme P a pour unique racine complexe 0, on a nécessairement
P =)XX" ou X € C puisque tout polyndéme est scindé sur C.

Réciproquement, si P = AX", alors P est solution de (E) si et seulement si :

MXZ -1 = MX +1)"A\X —1)"

AMX2—1)" =2 (X2 1)

donc si et seulement si A = 0 ou A = 1. Finalement, les seules solutions sont le polynéme nul et
les polynoémes P, = X™ oi n € N.



2 DMatrices et applications linéaires

Le but de ce probléme est d’étudier différentes matrices qui commmutent avec leur transposée, c’est a
dire qui vérifient la relation M 'M = ‘MM (1).
Dans la suite de I'énoncé, on se contentera alors de dire que M vérifie la relation (1).

Premiére partie

Dans toute cette partie, toutes les matrices envisagées seront dans I’espace Mo (R).

- 10 0 1 0 —1
On notera en particulier : I = <O 1) , A= (1 0) et C = (1 0 > .

1. On calcule : tAA:(O 1), AtA=<O 1), tccz(o _1), O 0 =

10 -1 0
0 -1
(o)
Donc A et C vérifient la relation (1).

2. A% = I,, donc les puissances de A sont faciles & décrire : on démontre aisément par récurrence
sur n € N que A?" = I, et A?"*1 = A. Ainsi, puisque I3 et A vérifient (1), c’est aussi le cas de
A™ pour tout n € N,

3. A est inversible puisque A% = I, et son inverse est A~! = A.

Soit u l'unique endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique B = (;, ;) est A.

4. On au(i) = J et u(j) =1.
wowu est un endomorphisme de R? de matrice dans la base canonique A? = I, donc wou = Idg»

et u est une symétrie. L’ensemble de ses vecteurs invariants est { <'§> € RQ‘A <§) = (x) } =

(()=1()-()} y

1l s’agit donc du sous espace de dimension 1 engendré par le vecteur G)

Dans la suite, on notera U = A + 1.
5. On vérifie par le calcul que ‘UU = U 'U = U? = 2U, donc la matrice U vérifie la relation (1).
Montrons par récurrence ( forte ) : ¥n € N*, U" = 2"~ LU,
La relation est vérifiée aux rangs n =1 et n = 2.
Supposons que n > 2, et que la relation est vérifiée au rang n. Comme U? = 2U, on a :

Ut = Ul = Un2U = 20T = 2"

La relation est héréditaire donc vraie pour tout n € N.
On a donc {UnU™ = 2n~1 ty2n—ly = 222ty = 222U U = 2n~ty2nt U = U™ tU™, et
U™ verifie (1) pour tout n € N.
On notera dans la suite Fy l'ensemble des matrices de Ma(R) qui vérifient (1).
6. Calculons les produits de la matrice A + C et de sa transposée :

(A+C)HA+C) = <8 2) , HA+O)(A+0) = (3 8) donc E3 n’est pas un sous-espace
vectoriel puisque A € Fy, C € Ey et A+ C ¢ Es.
2 32
7. Etant donnée une matrice M — (& ° cona MM = (¢ b a;:—i—bgf
c d ac+bd c*+d

(a2 +c2 ab+cd

)etMtM:

ab+ed B+ d?)’ donc M € FEj si et seulement si le systéme d’équations suivant est vérifié :
(b—c)(b+c) = 0

2,312 _ 2 2
a’+b° = c“+d b-)a—d) = 0

ab+cd = ac+bd
“
A+d> = P+ d?



10.

11.

12.

13.

14.

Ceci est vérifié dans deux cas et deux cas seulement : si b = ¢, ou bien si b = —c et que a = d.

Les deux formes possibles des matrices de E5 sont <CCL cci> ou <Cci —dc>

. F» est la réunion de deux sous-espaces vectoriels, admettant respectivement pour bases

(0 0) (o) @ )G )0 %)
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. Etant données M et N deux matrices de Ea, M = (1 0) et N = <_01 (1)> par exemple,

-1 1

on constate que MN = <_1 0

> ¢ FE5 donc le produit de deux matrices de FEo n’est pas

nécessairement dans Fs.

Deuxiéme partie

On se _Plac_(? ici dans l’espace M3(R), et on considére la base canonique de R® que l’on note
B'=(i,j,k).

On définit alors h comme I'unique endomorphisme de R3 vérifiant : h(i) = —k, h(j) = 7 et
h(k) = J ainsi que S = Matg (h).

L’ensemble des matrtices de M3(R) qui commutent avec leur transposée ( vérifiant la relation
(1)) est noté Es.

0 1 0
Représentons la matrice S=1 0 0 1
-1 0 0
0O 0 1
Calculons S2=|—-1 0 0], 'SS=S5!S=1I3et 1525% =52tS2 = I3 donc S et S? sont
0O -1 0

dans FEj3.
Calculons, pour trois réels a, b et ¢, avec R = als + bS + ¢S? :
‘RR = (al3+b 'S + ¢ 'S%)(al3 + bS + cS?)

'RR = a*I3 + abS + acS? + ba 'S + b’I3 + beS + ca 'S? + ¢b 'S + P13
'RR = (a* + b* + *)I3 + (ab + be)(S + 'S) + ac(S* + 1S?%)

R'R = (al3 +bS +cS%)(al3 +b 'S + ¢ 15?)
R'R=a*I3+ab 'S +ac'S? +baS + VI3 + bc 'S + caS? + cbS + *I3
R'R=(a® +b* + )3+ (ab+ be)(S + 'S) + ac(S% 4 15?)
On a donc : V(a,b,c) € R® al3 + bS + ¢S? € F;.

FE3 contient donc F = Vect(I3, S, S?). Les matrices I3, S et S? forment une famille libre, donc
ce sous-espace est de dimension 3.

Montrer que F' est stable par multiplication matricielle :
Soient Ry = a1l + b1S + 152 et Ry = aslz + byS + 252 deux éléments de F, on a alors

RiRy = arasls + a1baS + a1¢2S? + b1asS + bibaS? + b1c2S® + c1a25? + ¢1525° + ¢1¢25%
Or S% = —I3 donc S* = —S et I'on peut simplifier :
R1Ry = (a1as — bicy — bacy) I3 + (a1by + asby — ¢1¢2)S + (ajco + biby 4 c1az)S?

Donc R1Ry € F et F est bien stable par multiplication matricielle.



15.

16.

17.

18.

Troisiéme partie

On se place a présent dans I'espace My(R), et on considére la base canonique de R* que 1’on
note

! . — — —
B" = (617 €2, €3, 64)-

1 a 1 1
P . -1 0 0 1 N .
On définit la matrice B par: B = 1 0 o _p|owe est un réel quelconque, et on appelle
1 1 -1 1

u I'unique endomorphisme de R* tel que Matgn(u) = B.

L’ensemble des matrtices de My(R) qui commutent avec leur transposée ( vérifiant la relation
(1)) est noté Ey.

Déterminer les réels a tels que B € Fy.

Calculons :
1 -1 1 1 1 a 1 1 4 a+1 0 0
ipp_ | 0o 0 1 -10 0 1| Ja+1 a®>+1 a—1 a+1
{1 0 0 -1 1 0 0 -1} 0 a—1 2 0
1 1 -1 1 1 1 -1 1 0 a+1 0 4
1 a 1 1 I -1 1 1 3+a> 0 0 a+1
-1 0 0 1 a 0 0 1 0 2 =2 0
tp _ _
BB = 10 0 -1 1 0 0 -—-1] 0 -2 2 0
11 -1 1 1 1 -1 1 a+1 0 O 4
Ligne 1 colonne 2 du résultat, on voit qu'une condition nécessaire pour avoir B € Ey est que
a+ 1 = 0 donc a = —1. Réciproquement, si a = —1, on observe que B € F4. Dans toute la
suite, on pose a = —1.
z r—y+z+t = 0
Calculons Ker (u) = Y1 ere et =0
z z—t =0
t z+y—z+t = 0

A Taide du pivot de Gauss, on obtient un systéme équivalent avec trois équations x =0, y = z
et t =0.

= = O

Ainsi, Ker (u) = Vect
0

D’aprés le théoréme du rang, Im (u) est donc de dimension 3.

Or Tm (u) est I'espace engendré par les colonnes de B dans R*. Comme la troisiéme colonne
est l'opposée de la deuxiéme, Im (u) est engendré par la famille des colonnes n°l, 2 et 4 de

1 -1 1
—1 0 1
B: 11710 |°|-1
1 1 1
Cette famille est une base de Im (u) puisqu’elle est génératrice de cardinal 3.
Calculons u(éj + €3 — €3 — €1) = —2€] — 2é3 + 2€3 + 2€3. En notant v = €1 + €3 — €3 — €3, on a
donc u(v) = —2wv.
1 2 1 2
0 0 -1 — ,-
Calculonsr B ol = 1o et B 1 =5 | Pour ces deux vecteurs, 'image par u est
1 2 -1 —2

égale a leur double.



19. On note C = (é5+¢€3,€1 + €3 — €3 — €4, €1+ €4, €1 — €5+ €3 — €4) et on admet sans démonstration
que C est une base de R*.

0O 0 0 0
L1 . L 0 -2 0 O
On déduit des questions précédentes Mato(u) = 00 2 0
0O 0 0 2
0 1 00
1 100 , .
En notant P = Matp,(C) = 1 1 2 0 la matrice de passage de la base B” a la base C,
0 -1 0 2

on a B = PMatc(u)P~!, ot Matc(u) est une matrice diagonale.
20. On prouve par récurrence : ¥n € N*, B" = PMatc(u)"P~L.
Ceci est vrai au rang 1.

Supposons que c’est vrai au rang n, on a alors
B""' = B"B = PMatc(u)"P~*PMatc(u)P~! = PMatc(u)"Mato(u)P™' = PMato(u)" T P71

et la propriété est héréditaire.
On remarque enfin que Vn € N*, Matc(u)"™2 = 4Matc(u)™ et on en déduit aisément que

B"*t2 = 4B™. Ainsi, on montre par récurrence sur l’entier naturel p que B? = 4P~1B? et
B¥Hl = 4rp.



