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Corrigé du devoir sur table

1 Court probleme sur ’identité du parallélogramme

On dit que ||.|| : E — IR est une norme sur le IR-espace vectoriel E si et seulement si les trois propriétés
suivantes sont vérifiées :

— Ve E, ||z]|>0et|z]| =0=2=0.

— ¥(\z) € R x E, |Az] = M|

— W(@,y) € B, |l +yll < llzll + .
I1 est bien connu que si E est un espace préhilbertien muni de la norme ||.||, alors I'identité de la médiane (ou
du parallélogramme) est vérifiée, a savoir : pour tous x,y de E, on a :

e+ ylI* + llz = yl* = 2l|z|* + 2[5

L’objectif de cet exercice est de montrer une sorte de réciproque a cette propriété, a savoir le résultat suivant :
on suppose que E est un espace vectoriel réel dont la norme ||.|| : E — IR vérifie I'identité de la médiane, et
I’on va prouver que E est nécessairement un espace préhilbertien, c’est-a-dire qu’il existe un produit scalaire
(.,.) sur E tel que pour tout x de E, on a (z,z) = ||z||%.

Il s’agit donc de construire un produit scalaire, et compte tenu des formules de polarisation, on pose :

1
(z,9) =7 (Il +yl* = = = yl?) .
Il reste & vérifier que 'on a bien défini ainsi un produit scalaire.
1. Pour tous z,y de E, on a (z,y) = 1 (lz +yl* = |z —yl*) = 1 (ly + 2|> = [ = 1Plly — 2[1*) = (y, )
et (z,2) = g ([[22]* — [[0][*) = ; (4l|=[1* = 0[|0]]*) = [|=[]*.
2. Sixy, x9, y € E, grace a I'identité de la médiane avec les paires (1 + y, 22 + y) et (1 — y,x2 — y), on

a :
lzn + 22 + 2911 + [lon — 22|® = 2|21 +yl* + 222 + ylI*.

21+ x2 = 2y[|* + [lz1 — z2]* = 2]|z1 — y[|* + 2]|z2 — yI|*.
On obtient alors par différence des deux lignes :
21 + @2 + 2y = 21 + 22 = 2yl” = 2([|lz1 + y)1? = lz1 — y)1?) +2(|22 + yl1* — |22 — y|*).
421 + @2,2y) = 8(z1,y) + 8(22,y)
(21 +22,2y) = 2(z1,y) + 2(22,y)  (*)
On souhaite maintenant prouver que pour tout (z,y) € E?, (z,2y) = 2(x,y).

1
On a (z,2y) = 1 (llz + 2y||> = [l — 2y||?). On écrit deux identités de la médiane :

Iz +y) +yll>+ 11z +y) — ylI> = 2]z + yl|> + 2|y,
Iz —y) +yll> + ||z —y) — y|*> = 2|z — y||* + 2||y|*.

Elles se traduisent par :

2+ 2y11* + [l = 2]z + y[* + 2l|y[|*,

lz = 2y|1” + [|2]1* = 2]l — y[* + 2[|y[|*
On les soustrait :

2 + 291 = [l = 2y)1* = 2[|lz + y[|* = 2[|= — ],

et ceci signifie bien que (z,2y) = 2(x, y).
Revenons a notre derniére égalité portant sur 1, x2 et y : on a donc (z1 + x2,2y) = 2(z1 + x2,y) d'ou,
en remplacant dans (x), (1 + x2,9) = (21,v) + (22,y).



3. Montrer, en utilisant la question précédente,que :
(a) siz,y € Fetne IN,ona (nz,y) =n(x,y);
Pour n=0:siz,y € E, (0x + 0z,y) = (0x,y) + (0x,y) donc (0z,y) = 2(0x,y) et (0z,y) = 0.
Hérédité : Supposons que c’est vrai au rang n, on a alors ((n+1)z,y) = (nz+z,y) = (nx,y)+(z,y) et
I’hypothese de récurrence garantit (nx,y) = n(x,y) donc on obtient ((n+ 1)z, y) = n(z,y) + (z,y) =

(n+1)(z,y).
La propriété est héréditaire et vraie pour n = 0, elle est donc vraie pour tout n € IN.
(b) siz,ye Eet k€ Z, on a (kx,y) = k(z,y) :
Il n’y a a le prouver que si k est négatif, c’est a dire pour k = —n, oun € IN*.
On a alors (—nz+nz,y) = (0z,y) = 0 or (—nz+nzx,y) = (—nzx,y)+(nz,y) donc (—nz,y)+(nx,y) =
0, i.e. (—nz,y) = —(nx,y) = —n(z,y) et la propriété est prouvée;
(c) siz,ye EetreQ, (re,y) =r(z,y) :
P oit (p,q) € Z x IN*, on a q(2x,y) = (a2, ) = (b, y) = ple,y) done q(2z,y) = p(z, y), d'oi

1y
Pon déduit (2z,y) = E(z,y), c’est a dire (rz,y) = r(z,y);

(d) siz,ye Eet A€ IR, on a (Az,y) = A(z,y) :
Pour A € IR, on sait qu'il existe une suite (7, )nev de rationnels telle que 7, — A ( par exemple la
n—oo

r=

suite des approximations décimales & 10~ pres par défaut ). Calculons alors :

1
(rnz,y) = Az,y) = 4 (lrnz + 9l = ez = yl* = A2+ yl* + Az = o)

On montre alors que si (z,y) € E, ||z + ty|| " ||z|| ou ¢t désigne un réel qui tend vers 0.
—

En effet, on a par I'inégalité triangulaire ||z +ty|| < |||+ ||ty|| = ||z|| + |¢||ly]| donc ||z + ty| — ||| <
tlllyll et [lz] = llz+ty —tyll < [l +tyll + | = tyll = llz+tyll + [tll[yl| Tov —[¢][lyl] < [z +tyl| - ||=[].
On obtient finalement :
vt € R, —[tl[lyll < llz+tyll — =]l < [¢l][y]]
d’out on déduit que ||z + ty|| — ||z]|.
t—0

Orona:

(raz,y) = (Az,y) = 7 (100 = Na+ Az +yl? = [[(rn = Nz + Az =y = [Az + yl* + | Az - y]?)

F-

Puisque 7, — A — 0, on a (ryz,y) — (Ax,y) vd 0, c’est a dire que (rpz,y) — = (Az,y).
Or (rpz,y) =z, y) — A(z,y), d’out 'on dedult par unicité de la limite (A\z,y) = A(x,y).

4. On a donc défini, a partir d’'une norme vérifiant 'identité de la médiane, une forme symétrique, linéaire
par rapport & la premiere variable puisque si (A1, \2) € IR? et que (21, 72,y) € E3, on a :

(AM1z1 + Aewa, y) = (Aiw1,y) + (Mew2,y) = Ai(w1,y) + A2(z2,y).

Par symétrie, on a donc une forme bilinéaire qui est définie positive d’apres la question 1 et les propriétés
vérifiées par une norme. On a bien construit un produit scalaire dont la norme associée est ||.||. Ainsi,
une norme provient d’un produit scalaire si et seulement si elle vérifie I'identité de la médiane.

2 Probleme : minimisation de la norme quadratique de polynémes uni-
taires

Dans I’ensemble du probléme, on désigne par n un nombre entier naturel non nul et par IR, [X] I'espace vectoriel
des fonctions-polynoémes de degré inférieur ou égal a n.

On note P, le sous-ensemble de IR, [X] formé des fonctions-polynémes unitaires et de degré n, autrement dit
des fonctions-polynoémes de degré n et dont le coefficient de X" est égal a 1.



L’objectif du probleme est de déterminer des fonctions-polynomes P appartenant a P,, et réalisant le minimum
sur P,, de 'expression suivante :

No(P) = /+1 P?(z)dx

-1

On associe a tout couple (P, Q) de fonctions-polynémes de IR,[X] le nombre réel suivant :
1
P.Q) = [ POQ@
0

1) Montrer que I'application (P, Q) — (P, Q) définit un produit scalaire sur IR, [X] :
— cette application est bilinéaire par linéarité de l'intégrale,
— cette application est symétrique car le produit est commutatif dans IR,
— cette application est positive et définie : si P € IR,[X], on a (P, P) fo P2(t)dt > 0 puisque la fonction
t + P2%(t) est & valeurs positives sur [0,1]; en outre on a (P, P> = 0 si et seulement si la fonction
polynomiale associée a P, qui est continue, est nulle sur [0, 1], c’est a dire si P est le polynome nul.

2) Dans le cas n = 2, déterminer une base (Fy, P, P») de IRo[X], de polynémes unitaires de degrés respectifs
0, 1 et 2 orthogonaux entre eux pour le produit scalaire défini ci-dessus.
Selon le procédé de Gram-Schmidt, on pose Py = 1 puis P, = X 4+ X ou A € IR est choisi de sorte que

(Py, P1) =0, i.e. f01t+ Adt =0, c’est & dire A = —3 et P, = (X — J).
Enfin, on pose P, = X2 + aP; + bP) ol a et b sont ChOlSIS de sorte que (P, Py) = (P2, Py) = 0. Ceci nous
donne :

{<X27P1>+a<P1,P1) -0
(X2, P)) +b(Py,Py) = 0

On calcule (X2, Py) = &, (X%, Ry) = %, (Py,Py) =1 et (P1,P;) = 75. On en déduit a = —1 et b= —1.
Ainsi, Py = X? — Py — $Py= X? - X + ¢.

Il ne reste plus qu’a calculer (P, Py) = (P, X2 — P| — lPo> = (P, X?) par orthogonalité de Py avec P
et Py. Ceci simplifie le calcul de (P, Po) = fo th— 13+ t2 dt = 180"

On a alors une base orthonormée (Qg, Q1, Q2) de IR2[X] en posant Qg = 1, Q1 = V12P; et Q2 = 61/5Ps.
3) Toujours dans le cas n = 2, on note 7 : Ro[X] — IR2[X] le projecteur orthogonal sur IR;[X].

a) A l'aide de la question précédente, calculer 7T(aX 2+ bX + ¢) en fonction des trois réels a, b et c.
Méthode rapide : X = X? - X + % + X — 1, or X2 — X + 1 € R[X]" et X — } € IR[X] donc
(X% =X - % et I'on en déduit :

m(aX? 4+ bX +¢) = an(X?) + 7(bX + ¢)

1
ﬂ(aX2+bX+c):a(X—6)+bX+c

1
7r(aX2+bX+c):(a—|—b)X—6a+c

Méthode suivant le cours sans réflechir : D’apres le cours, puisque (Qo,@1) forme une base orthonormée
de IR1[X], on peut calculer ainsi la projection :

m(aX?+bX +¢) = (aX? +bX 4 ¢,Q0)Qo + (aX? +bX +¢,Q1)Q1
m(aX?+bX +¢) = % + g +c+12(aX? +bX + ¢, PP,

2 _a b 1.1 1
m(aX +bX+c)—3+2+c+12<12a+ b)(X 2)

1
7r(aX2+bX+c):(a—|—b)X—6a+c

b) Déterminer la valeur de :



4)

1
me = inf / — at — b)2dt
(a,b)eIR?
0

On remarque que my = inf[ | | X2 — Q|. Dans un espace euclidien, la plus courte distance entre un
QeR[X

élément de E (ici X2 ) et un s.e.v. F (ici IR1[X] ) est obtenue & I'aide du prjeté orthogonal sur F donc
my = || X* — m(X?)]. .

o _ 2 1 — _
Ainsi, mo = | X X+ 6” = ||P2|| = 65
On considere la fonction f associant a tout n-uplet (xg, x1,...x,—1) de nombres réels I'expression suivante
(qui représente le carré de la distance entre les deux fonctions-polynémes t + ¢ et ¢ +— x, "1 4 -+ +
1t + o de ]Rn[X]) :

1
f(l’o, L1y, xn_l) = / (tn — .%'n_ltnfl — .’L‘n_gtn72 — =t — wo)zdt
0

a) Citer avec précision le théoreme permettant d’affirmer I'existence et I'unicité d’un n-uplet (ag, a1, ..., a,-1)

réalisant le minimum (désormais noté m,,) de 'expression f(zg, z1,...,x,) lorsque (xg, z1, ..., Tn—1) décrit
BTL

Si (E, <,>) est un espace préhilbertien, que ||.|| est la norme associée a son produit scalaire, que F est un
s.e.v. de dimension finie de E et que v € E, alors on a :

vfeF, o= fll = llv—pr)]

ou pJﬁ désigne le projecteur orthogonal sur F'.

En outre, on a égalité dans I'inégalité précédente si et seulement si f = pl%ﬂ (v).

On applique ici ce théoreme dans l'espace IR,[X] muni du produit scalaire de ce probleme avec F' =
R, _1[X] et v = X™. Ainsi, on a un unique f € IR, _1[X], c’est & dire un unique n-uplet (ag, ai,...,a,—1)
tel que

f=ao+a1 X+ +a,_1 X" ! minimise || X" — f||, et donc aussi || X" — f||? pour f € F.

Ce n-uplet (ag,a1,...,a, 1) est tel que ag +a1 X + -+ +a, 1 X" ! = W#(X”), et donc

X'=ay+a X+ + an,lX"_l + (Xn —ag— a1 X — - — an,lX"_l)
est la décomposition de X™ selon la somme directe F & F*.
En particulier, (X" —ag — a1 X — -+ —ap, 1 X" 1) € F+ donc on a :
1
/ (t" — A1tV =y ot — o —aqt — ao)tk dt=0 ou 0<k<n
0

1 anp—1 an—2 ai agp

n+k+1 n+k n+k—1 24k 1+k

=0 ou 0<k<n

b) On pose pour tout nombre réel x distinct de —1,—2,---—n,—n —1:

1 an—1 anp—2 ai ap

F — _an=t - [ S
() r+n+1 x4+n zxz+n-—1 r+2 x+1

Notons G(z) = (x+n+1)(z+n)(z+n—1)--- (x+2)(x+1)F(x), 'expression de F' nous garantit que G
est une fonction polynéme sur R\ {—n—1,—n,—n+1,--- ,—1} ( chaque dénominateur se simplifie avec
un des termes du produit ).

De plus, le degré de G inférieur ou égal a n, et 'on observe que les nombres de 0 a n — 1 sont des racines
de G ( d’apres la question précédente ), donc G est scindé & racines simples et s’écrit, :

(x4+n+D)(z+n)(z+n—-1)---(z+2)(x+1)F(z) =ax(x —1)(z —2)--- (x —n+ 1),

ol a est le coefficient dominant de G.
Pour déterminer la valeur de a, on fait tendre x vers —n — 1 dans chacun des deux membres de 1’égalité
précédente :



— le membre de gauche est équivalent a (x +n+ 1)(—=1)(=2)--- (—n)F(z) = (=1)"nl(z + n+ 1) F(x),
et F(z) ~ E +711 +7 d’ott finalement une limite (—1)"n! pour le membre de gauche;
T——n—

2n)!
— le membre de droite tend en —n — 1 vers a(—n — 1)(—n —2)---(—2n) = a(—l)”( n)

n!

2
Par unicité de la limite, on a égalité entre les deux nombres précédemment trouvés, donc a =

(2n)!”

¢) On sait que :

1
flag,ai,...,apn—1) = / (t" — A1tV =y ot — o —aqt — a0)2 dt
0
1
f(ao, A,y ... ,an,l) = / (tn - an,ltn_l - an,gt”_2 — e —ayt— ao)(t” - an,ltn_l - an,gt”_2 — e —ayt— CLQ) dt
0
1
f(a(), ai, ... ,an_l) = / (tn — an_ltn_l — an_gtn_z — - —at = ao)t”
0
1
— / (tn — an,ltn_l — an,gtn_2 — - —ait — ao)(an,ltn_l + an,Qt”_Z + - +ait+ CLQ) dt¢
0
Or on a vu précédemment que X" — ap_ 1 X" ' —ap_0X" 2 — ... —a; X — ag est orthogonal a IR, _1[X]

donc la deuxieme intégrale est nulle et 'on a :

1
my = f(aog,a1,...,an-1) = / (t" — At — ot — o — gt — ap)t™ dt
0

d) D’apres la question précédente, on a :

1
my, = / 27 — a2 — gy ot?V T2 — o — gt — aot™ dt
0
1 An-1  Q2p—2 ai )
2n +1 2n 2n —1 n+2 n+1

On a donc m,, = F(n), et d’apres la question b), on a :

2n+1)2n)(2n—-1)---(n+2)(n+ 1)F(n) = — n(n —1(n—-2)---1

(2n+1)! _onb
T F= (2n)!

n!
(n)*
2n)!(2n+ 1)
5) On résout maintenant le probleme de la minimisation de Na(P) lorsque P décrit P,,.

a) Si P appartient & P, on a (ag, a1, , 1) € IR" tels que P(z) = 2"+ ap_12"  + 22" 2+ -+ ay,
et si on effectue le changement de variables défini par x = 2¢t — 1 dans 'intégrale figurant dans 1’expression

de Ny(P), on obtient :
1
Ny(P) = \// P22t —1)2dt
0

Or P(2t — 1) = (2t — )" 4+ a1 (2t — 1)1 + -+ 4+ g est un polyndme en ¢ de degré n et de coefficient

. P(2t—1 o
dominant 2" donc % est unitaire, et :

Ny(P) = 2”\@\//01 <P(2;n_1)>2 dt

et on en déduit que m,, =




On a donc Ny(P) > 2™4/2m,, puisque 'intégrale du carré du polynéme unitaire de degré n est plus grande
que my,.

b) Notons Q(t) = t" — a,_1t"" ! — .-+ — a1t — ag le polynéme tel que m,, = fol Q?(t)dt. Soit alors R(z) =
2"(Q) (%x + %), c’est un polyndéme unitaire de degré n, calculons :

1
Ny(R) = \//_1 22nQ)2 (;x + ;) dx

On fait le changement de variable x = 2t — 1 a nouveau :

No(R) = \/ /0 Lgzg2 ()24t

Ny(R) = 2"/2m,

On a vu a la question précédente que VP € P, Nao(P) > 2™\/2m,,, ce minorant est le minimum de Ny(P)
lorsque P décrit P, puisqu’il est atteint pour P = R.




