Devoir 2024
PCSI DM n°6

Corrigé du devoir a la maison

Exercice 1. Ezercices basiques

1. Montrer que toute fonction f : R — R est la somme d’une fonction paire et d’une
fonction impaire.

Soit f : R — R. Supposons que f s’écrive ainsi f = p+ i ot p: R — R est une fonction
paire et ¢ : R — R est impaire. Alors on a :

Ve e R, f(x) =p(x)+i(z) (1).

Si z € R, la relation précédente doit étre vérifiée pour —x donc on a :
Ve € R, f(—x) =p(—x) +i(—x),

d’ou par parité de p et imparité de 7 :
Ve e R, f(—x) =p(x) —i(x) (2).

En additionant membre & membre les égalités (1) et (2), on obtient f(x)+ f(—x) = 2p(z),
en les soustrayant f(x)— f(—x) = 2i(x). Ainsi, si f s’écrit comme somme d’une fonction
paire et d’une fonction impaire, on a nécessairement :

f@) + f(=x)
2

f@) = f(=2)

Ve e R, p(x) = 5

et i(x) =
Réciproquement, si ’on définit ainsi les fonctions p et i, on vérifie aisément que f = p-+1,
que p est paire et que ¢ est impaire :

— pour f =p+i,soit x € R, on a: p(z)+i(x)

— pour p paire, soit z € R, on a : p(—z) = w =p(x);
_ 1@ g
5 :

2. Soit E un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de E. On appelle différence symétrique
de A et B, notée AAB, le sous-ensemble de E :

f(x)Jrf(*ff);rf(I)*f(*x) = f(z);

— pour ¢ impaire, soit © € R, on a : i(—x)

AAB ={x € AUB; z ¢ AN B}.

Montrer que AAB = (AN CgB) U (BN CgA) (CgA désigne le complémentaire de A
dans F).

Soit x € AAB. Par symétrie du probléme, on peut toujours supposer que x € A.
Nécessairement, x ¢ B. On en déduit que z € A et x € CgB. Ceci donne x € ANCEgB.
Réciproquement, si par exemple x € ANCgB, x € Aet z ¢ B, et donc x € AU B et
xr ¢ AN B. Lautre possibilité se traite exactement de la méme facon.

3. Soit I un intervalle de R et f une fonction définie sur I a valeurs réelles. Ecrire avec des
quantificateurs les assertions suivantes :

(a) f est la fonction nulle : Vo € I, f(z) = 0.
(b) f s’annule : 3z € I, f(z) =0.



(c) f est a valeurs positives : Vo € I, f(z) >0
(d) f est constante : 3c € R, Vx € I, f(x) =
(e) f est strictement croissante sur [ : V(z,y) € I*, x <y = f(z) < f(y).

Exercice 2. Irrationalité

On considére le nombre y = V2 + /3. Le but de 'exercice est de prouver qu’il est irrationnel.
Par I’'absurde, on suppose désormais que y € Q.
1. Prouver alors que v6 € Q.
Supposons que V2 + /3 est rationnel, c’est a dire qu'il existe a et b entiers tels que

V2 + \/_ = —. En élevant cette égalité au carré, on obtient 2 + 3 + 26 = 22 donc

2. En reprenant des arguments comparables a ceux de la preuve de lirrationalité de v/2,
prouver 'irrationalité de V6 et conclure.

. Cette derniére écriture signifie que V6 est rationnel.

Supposons par absurde que v/6 est rationnel, on a alors deux entiers p € N et ¢ € N*
tels que V6 = E. On suppose en outre que p et ¢ n’ont pas de diviseur commun, c’est a
q

dire que la fraction b est irréductible. En élevant au carré les deux membres de I'égalité,

on obtient p? = 64>

Avant d’aller plus loin, rappelons le résultat suivant que nous avons démontré en cours
par contraposée : si p € N vérifie que p? est pair, alors p est pair. Par contraposition,
il s’agissait de montrer que si p est impair, alors son carré est impair. Ceci se fait en
écrivant qu’un entier p impair peut se mettre sous la forme p = 2k + 1 ou k € N, et que
son carré est alors de la forme p* = 4k% + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1 et est donc impair.

Revenant & notre raisonnement par I’absurde, on observe que p* = 2(3¢?) est pair, donc
que p est pair et peut s’écrire p = 2p’ avec p’ € N. On obtient alors 4p” = 6¢*> donc
2p"? = 3¢?, cest a dire 2(p"? — ¢*) = ¢*. On déduit de cette derniére égalité que ¢* est
pair donc que ¢ est pair. Ceci est en contradiction avec I’hypothése que p et ¢ sont sans
diviseur commun, et termine la preuve de l'irrationnalité de v/6.

Puisque v/6 est irrationnel, on a donc une contradiction avec notre raisonnement de la
question 1. Ainsi, ’hypothése émise a la question 1 est fausse et I'on a: v2++1/3 ¢ Q

Exercice 3. Récurrences
N . o 1 1 1
1. On consideére la suite (u,),>1définie par u; = 5 et w1 = 5 1+ — ) u,
= n
. . 2
Démontrer par récurrence que u,, < — pour tout n > 3.
n
1 1 1 1 1 3 .
On commence par calculer us = 3 1+ 1 up = 3, et uz = 3 1+ 3 uy = 5. Ainsi,
on a bien ug < 3"

Vérifions que la propriété est héréditaire. Soit donc n € N, n > 3, tel que u, < —, on a
n

1 1 1 1\ 2 1
Uppr =5 | 1+—-Ju, < 5|1+ — _:n%; .
2 n 2 n/n n

alors :




Vérifions alors que ’on a 'inégalité :

n+1< 2

(1)

n

n+1)% —2n?
(

2 T n+1

(I) <

n?(n+1)

(e —n*+2n+1<0

Le trindme du second degré ci-dessus admet pour racines 1 — V2 et 1+ /2 done l'in-
équation est vérifiee pour tout n ¢]1 — /2, 1+ /2 et donc en particulier si n > 3. Cette
2

derniére inégalité étant vraie, on en déduit : u,; < ——, la propriété a démontrer est
n+1

donc héréditaire et vraie pour tout entier n > 3.

. Démontrer que pour tout entier n > 0, (1 ++/2)" est de la forme a,, + b,V/2, ot a, et b,

sont des nombres entiers naturels.

Pour n =0, on a (1+ \/5)0 = 1+ 0v/2 qui est de la forme voulue avec ag = 1 et by = 0.
Supposons que pour n € N, on a (14 v2)"* = a,, + b,V/2, ot a, et b, sont des nombres

entiers naturels. On en déduit :

(1+v2)"! = (an + b, vV2)(1 +V2)

(1+V2)" = a, + 2b, + (an + by)V2

Donc (14 v/2)"*! est de la forme attendue avec any1 = @y + 2b, et by = @y + by.
La propriété est héréditaire donc vraie pour tout n € N.

Exercice 4. Equations fonctionnelles

1. On s’intéresse dans cette premiére partie aux fonctions f : Q — R telles que :

(R)V(z,y) € Q°, flz+y) = f(x)+ f(y).

(a) On suppose dans cette question que f : Q — R vérifie (R), et 'on note a = f(1).

i. Prouver que f(0) = 0.

Pour z = y = 0, on obtient f(0) = f(0) + f(0) donc f(0) = 0.

ii. Montrer que f est une fonction impaire.

Soit € R, on obtient pour y = —x : f(x —z) = f(x) + f(—z) donc 0 =

f(@)+ f(=z) Le. f(—z) = —f(x).

iii.

Soit r € Q. Si n € N montrer que f(nr) =nf(r).
On le démontre par récurrence : pour n = 0, ¢’est vrai puisque f(0) = 0.
On suppose donc que c’est vrai pour n € N, et on en déduit :

f((n+1)r) = f(nr+r)



iv. Si k est un entier relatif, montrer que f(k) = ak.
D’aprés la question précédente, on a si k € N: f(k) = kf(1) = ak.
Si k € Z\ N, on peut appliquer le résultat a (—k) € N : f(—k) = —ka. Par
imparité de f, on a donc bien dans ce cas aussi f(k) = ak.
v. Si 7 est un nombre rationnel, montrer que 'on a encore f(r) = ar.
Soit r = § ou p € Z et ¢ € N* un nombre rationnel, on a donc :

flar) = qf(r)

f(p) =af(r)

ap = qf(r)
p

flr) = a5 =ar.

(b) Montrer que les fonctions f qui vérifient (R) sont celles telles qu’il existe a € R
vérifiant :

Vr e Q, f(r) =ar.

On vient de voir que si f est une solution du probléme, f est nécessairement une
fonction linéaire, c’est a dire de la forme f(x) = ax pour tout = € Q ot a est un réel.

Réciproquement, on vérifie aisément qu’une telle fonction vérifie, si x et y sont des
réels :

flx+y) =alr+y)=ax+ay = f(x) + f(y).
Les fonctions solutions sont done toutes celles de cette forme.

2. Soit g : R —] — 1, 1[ une application continue telle que :

g9(z) + g(y)

(S) V(z,y) e R? gz +y) = It g@a)

e’ —1
er+ 1
Montrer que ¢ est une bijection de R dans l'intervalle | — 1, 1], et que ¢ vérifie (.5).

(a) On note ¢ : R — R la fonction définie pour tout x réel par ¢(x) =

¢ est une fonction continue et dérivable sur R, de dérivée :

o) = et(e®+1) —e(e” — 1)

(e® +1)2

2e”
/
r)=-——">
?(z) (e® +1)2
Ainsi, ¢ est strictement croissante, ses limites en —oo et +oo sont —1 et 1, donc ¢

est une bijection de R dans l'intervalle | — 1, 1].

Calculons alors :
er—1 e¥-—-1

O@)+oy) _ il et
L+o(@)oly) -1
e*+1ev+1
@) +¢(y) (" —1(e?+1)+ (" —1)(e" +1)
L+ o(x)o(y)  (en+1)(e? + 1)+ (e" = 1)(ev = 1)




o(z) + o(y) 2e%ed — 2

1+ d(z)p(y) etV +er +ev+ 1+ ety —er —ev 417

¢x) +oly) _ 2"V -2
L+ (x)d(y)  2etv +2°

¢(x) + o(y)
1+ o(x)o(y)

(b) En déduire une expression simple, si (X,Y) €] = 1,1[*, de ¢~ (£3%) en fonction de
¢~HX) et o7HY).
Pour x = ¢~1(X) et y = ¢~ 1(Y), on a d’aprés la question précédente :

_ H(671(X) + 067 (V)
L+ 06 (X))o (V)

B67(X) + 67 V) = T

On en déduit que ¢~1(X) + ¢~ 1(Y) est I'unique antécédent dans R de 2+X donc :

= ( X”) G (X) + 0TI,

= d(z +y).

$o~(X) + oY)

14+ XY

(c) On note h = ¢! o g, montrer que h vérifie la propriété (R) de la premiére partie de
I'exercice.
Soient (z,y) € R?, calculons :

hMz+y)=9¢ '(g(z+y))

9(x) +9(y) )
1+g(x)g(y)
On peut appliquer la question précédente avec X = g(x) et Y = g(y) donc :

hMz+y) =90 (g(x) + ¢ ' (9(y))
h(z +y) = h(z) + h(y)

h(z+y) =0~ (

(d) Déterminer alors une expression simple de g, et conclure I’étude de I'ensemble des
fonctions ¢ : R — R vérifiant (5).

Comme h est continue puisque g et ¢! le sont, on a donc d’aprés la premiére partie
un nombre a € R tel que Vo € R, h(z) = ax.

Ainsi, Vo € R, ¢! (g(x)) = ax donc g(x) = ¢(ax).
Réciproquement, si g est de cette forme, on a alors si (z,y) € R? :

_ _ _ ¢lax) + 9lay)  g(z) +g(y)
glwty) = dla(z +y)) = dlar+ay) = T olax)play) 1+ g(x)g(y)’

Les fonctions continues qui vérifient (R) sont donc exactement les fonctions de la
forme :

e —1

e £ 1

g(z) =

ol a € R.



Exercice 5. Injections, surjections, bijections

1. On note Idg : E — E D'application telle que Vx € E, Idg(x) = z. Soit f: E — E telle
que fo fo f=Idg. Montrer que f est bijective.
Montrons d’abord I'injectivité en prouvant, pour (ri,z2) € E?, que f(z1) = f(xs) =
71 = 5. On suppose donc que f(x1) = f(xz) done F(f(f(x1))) = F(f(f(22))).
Ainsi, puisque fo fo f = Idg, x; = x.
Montrons maintenant la surjectivité de f : E' — E. Soit donc y € FE, on doit prouver qu’il
existe x € E tel que f(z) =y. Or f(f(f(y))) =y donc = = f(f(y)) est un antécédent
de y par f.
Puisque f est injective et surjective, c¢’est une bijection.

2. Injectivité :
Prouvons que ¢ est injective si et seulement si AU B = F.
Si AUB # FE, on ax € F qui n"appartient ni & A ni a B donc :

¢({z}) = ({z} N A {z} N B) = (0,0);
o(0)=0NADONB)=(0,0);

et I'on voit donc que ¢ n’est pas injective. Par contraposée, on a déja prouvé que si ¢
est injective, alors AU B = F.

Prouvons maintenant la réciproque, soient donc A et B deux parties de E telles que
AU B = FE. Dans ce cas, si X € P(F), prouvons que l'on a :

X=(XNnA)UXNB)

Siz € X, puisque AU B = E on est toujours dans au moins I'un de ces deux cas :
—size€eAalorsz e (XNA)doncz e (XNA)U(XNB);

—size Balorsx € (XNB)donczr e (XNA)UXNB).

La premiére inclusion est prouvée, si maintenant z € (X N A) U (X N B), dans les deux
cas possibles on a bien x € X donc la deuxiéme inclusion est triviale.

Si AUB = E, pour prouver l'injectivité, supposons maintenant que deux parties X7 et X5
vérifient ¢(X1) = ¢(X2) = (C, D). Alors on vient de voir que X; = (X;NA)U(X2NB) =
CUD et de méme Xy = CUD donc X; = Xs.

3. Surjectivité :
Prouvons que ¢ est surjective si et seulement si AN B = ().

Si AN B # 0, soit x € AN B. Alors ({},0) n’a pas d’antécédent X par ¢ car il est
impossible que X N A = {x} et X N B = ) puisque z € B. Donc ¢ n’est pas surjective
et 'on a prouvé par contraposée que si ¢ est surjective, alors AN B = ().

Supposons maintenant que ANB = (), prouvons que ¢ est surjective. Soit donc (A’ B') €
P(A) x P(B), notons alors X = A’U B’. Il est clair que XNA=Aet XNB =58
puisque A’ et B’ sont inclus respectivement dans A et B eux méme disjoints. Donc
o(X) = (A, B') et la surjectivité est prouvée.



