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Corrigé du devoir surveillé

1 Irrationalité du nombre 7

1. Montrons la propriété suivante par récurrence sur n € N : pour toute fonction polyndéme de
la forme Q(z) = ¢na" + uo12" ' 4+ -+ + @& + qo ot (¢o,q1,-- ,qn) € R", on a pour tout
ke [0,n] :

Q™ (0) = klgy.
Pour n = 0 et Q(x) = go, on a bien Q) (0) = Q(0) = .

Supposons que la propriété soit vraie au rang n, et soit alors
Q(x) = gn12" M + gna™ + g1+ @1z + o, 0 (0,1, 4 Gns Gny1) € RMTL
On a pour k =0 : Q(0) = go. On peut appliquer ’hypothése de récurrence a Q' puisque
Q' (x) = (n+ Dgn12" + ngnz" ' + (n = V)gn12" >+ -+ @1

est de degré n. Si j € [0,n], le coefficient de ' devant 27 est (j + 1)g;j+1 donc :

(@)D(0) = 5(j + Dgjs1, ie. QUEV(0) = (j + 1)lgjt1-

On a donc bien pour k € [1,n+ 1] (‘en posant k = j 41 ), que Q¥ (0) = k!g. Ceci prouve que
I’hypothése de récurrence est héréditaire, donc vraie & tout rang n € N.

2. Si @ est une fonction polynome de la forme Q(x) = gz™ + qn_lx”_l + -+ q1x + qo, on note :
™
J(Q) = /Q(m) sinx dx
0

(a) Si Q(z) = q1x + qo est de degré 1, calculons :

™

J(Q) = /(q1x+qo) sinz dx = [—(q1z + qo) cos x]g—/ —q1 cos z dx = q1T+qo+qo—+[q1 sin ] .
0 0
Finalement, on a bien J(Q) = Q(0) + Q(m).
(b) Si Q(z) = g22% + g1 + qo est de degré 2, calculons

J(Q) = /((12952 + @17+ qo) sinz dx = [—(Q2$2 + q1z + qo) cos l’]g - / —(2¢2z +q1) cosz dx
0 0
J(Q) = Q(0) + Q(7) + [(2g27 + q1) sinz] — /2q2 sinz dx = Q(0) + Q(7) — 4¢2
0

On a donc finalement : J(Q) = Q(0) + Q(7) — Q"(0) — Q" (n).



(¢) On calcule pour une fonction polynome @ :

J(Q) = [Q(x)(— cos )] /Q —cosz)dx = Q(0)+Q(m)+[Q'(z) sinx]g—/ Q" (x)sinz dx
0
J(Q) = QW)+ Q) ~ [ @"(w)sin dx
0

(d) Montrons par récurrence sur N € N la propriété :
pour tout n < 2N + 1 et tout polynéme Q(z) = ¢,z" + qu_12" 1 + - -+ + @12 + qo de degré

inférieur ou égal a n, J(Q) = ]ZV: (=) (QP(0) + QM) ().

Pour N = 0, cette propriété a été démontrée au 2.(a).
Supposons qu’elle est vraie au rang N, et soit () un polynéme de degré inférieur ou égal a
2(N+1)+1=2N+3. On a alors :

J(Q) = Q(0) + Q(m) — /Q"(x) sinz dx
0

On peut appliquer ’hypothese de récurrence a Q" ( car le degré de Q" est d°(Q) — 2 donc
d°(Q) < 2N + 3 = d°(Q") < 2N + 1), d’ott I'on déduit :

N

[ @ @sing =31 (@)0) + (@) (m)
0

k=0

J(Q) = Q0) + Q(m) —

Mz

(_1)k (Q(Z(k+1 ( )"‘Q k+1)( ))

0

(1 (@EEFD(0) + QP (m))

MZT

J(Q) = Q(0) + Q(m) +

k=0
N+1 ' ' '
J(Q) = Q(0) +Q(m) + >_ (-1 () (0) + Q®)(m))
=1
N+1 ' . '
J(Q) =3 (=1 (Q®)(0) + Q)(r))
=0

Ainsi, 'hypothése de récurrence est héréditaire donc vraie pour tout N € N.
3. Dans cette question et la suivante, on s’intéresse a la suite de polynéomes (P, )nen+ définie par

1
P,(z) = E:L‘"(qm —p)™ ou p, ¢ sont deux entiers strictement positifs.

(a) Calculons a l'aide de la formule du binéme de Newton :

L kZO ()t o+

n

P(z) = kz_:o . @ S pyhantE



Pa) = a4 o (e (Mg
Ainsi, les coefficients (ag,a1,- -+ ,an—1) sont nuls, et les coefficients a4k, pour k € [0,n]
sont ap i = (1)t (~p)" -
(b) D’apreés la premiére question, on sait que p¥ (0) = klay donc p¥ (0)=0si ke [0,n—1],
et 1'on a pour k € [0,n], pith 0) = (n+k)lapty = W(g)qk(—p)“k

Ainsi, V& € [0,2n], PM(0) € Z.
(¢) Calculons, pour z € R :

Pla) = b (L-s) (s -ar-p) = I gy = L0 g

n! \ q
On a donc tout simplement : Vo € R, P, (7 - x) = %(qm —p)ta" = P,(x).
En dérivant k fois cette relation par rapport & x, on a .(—1)’“]3,(/6)(% —x) = pF ().
On a donc pour tout k € [0,2n] avec z = 0, P,&’“)(g) = (—1)kP,(Lk) (0) € Z.

(d) La fonction f(z) = x(p — qac) est une fonction du second degré qui s’annule en 0 et £, son

maximum est atteint en x = 9 €t il vaut 4-. On remarque que pour x € {0 Z }, f(xz) >0et
|Py(2)| = 4 f™(x) donc :
1 /p*\"
max | Py (z)| = — (4)
1’6[0,%] n. q

4. On raisonne par I'absurde et I’'on suppose que 7 est rationnel, donc que 7 = L (p,q) € N**. On
q
définit alors la suite P, comme & la question précédente, et ’on s’intéresse 4 la suite d’intégrales :
™

I, = /Pn(:z:) sinz dx

0

Le résultat de la question 3(d) permet de prouver que I,, — 0.
n—-+o0o

n
En effet, on a en notant M,, = % (%)

Vr e [0

Ve € [0,2], |Pu(z)sinz| < M,
q

Ve e [0,7], =M, < P,(z)sinz < M,,
v
—M,m < /Pn(x) sinx < M,.
0

Comme M, — 0, on en déduit par encadrement que I,, —> 0.
n—-+00 n—-+oo

Comme le degré de P, est 2n, on peut appliquer le résultat 2.(d) avec N =n et l'on a :

-y (w12 ()

=0



D’aprés les résultats 3.(b) et 3.(c), on a donc I, = J(P,) € Z puisque tous les termes de la
somme ci-dessus sont des entiers relatifs. En outre, P, et sin sont de signe strictement positif

sur intervalle }0, %[ donc I, > 0 ce qui entraine automatiquement I, > 1. On obtient une

contradiction avec I,, —> 0.
n—-+00

Notre raisonnement par ’absurde nous permet de conclure que 7 n’est donc pas rationnel.

2 Une inéquation fonctionnelle, Suéde 1962.

On veut déterminer les fonctions f : R — R telles que pour tous x et y réels :

[f(y) = f@)] <T@ —y)*.

1. On considére deux nombres z et y réels tels que x < y. Si 'on coupe l'intervalle [z, y], en n € N*
parties de méme largeur, selon un découpage x9 = z, x1, T3,...,Tn = ¥y, préciser pour tout entier
k entre 0 et n ’expression de xj en fonction de k, x et y :

k n—=k k
=0+ —(y—z)= T+ —y.
n n

2. On considére une fonction f qui est solution de notre probléme. Avec les hypothéses et notations

de la question précédente, on note pour tout k entier entre 1 et n : ar = f(xg) — f(zr—1). Que
n

vaut la somme S = > a;?
k=1
Cette somme est télescopique donc on obtient : S = f(x,) — f(xo) = f(y) — f(x).
3. A l’aide des questions précédentes, montrer que si z et y sont des réels tels que x < y, on a pour
tout entier n € N* :
(z —y)?

n

[f(y) = flo)] <

On rappelle que l'on a :

3

Orsike[l,n],ona:

2
lau] = £ (2x) — flanot)] < T(an —2p_1)2 =7 (y - )

n

On en déduit :

0) - 1) gkz7<yn“f)

) — fa)] < EE
4. Avec les hypothéses de la question précédente, montrer que |f(y) — f(x)| = 0.
Comme 7&=¥) — 0, on déduit de la question précédente que : |f(y) — f(z)] < 0 donc
[f(y) = f(z)] =0.

5. On a montré dans la question précédente qu'une fonction qui est solution du probléme est
constante, puisque pour tous (z,y) € R? tels que x < y, on a f(z) = f(y). Réciproquement,
toute fonction constante est une solution.



