Devoir 2025
PCSI DM n°7

Devoir a la maison

On étudie dans ce devoir la suite (z,,),en définie par :

1
W=D G e

k=0

Etude de la convergence de la suite «

1. Quelle propriété simple vérifie la suite (z,) vous permettant d’affirmer qu’elle a néces-
sairement une limite, finie ou infinie ?

2. Montrer que 'on a pour tout k£ > 2 :

1 1 1
@kt 12 ak—D+2 4k12

3. Calculer la somme suivante pour n > 2 :

Sn = z”: (4(k —11) +2 4k1+2)

k=2

4. Montrer que la suite (x,),en est convergente.
Etude de fonctions
. . . . . T
5. A l'aide d’études de fonctions, démontrer les inégalités suivantes pour tout = € ]0; 5[ :
sinr < x < tanx
T
6. Montrer alors que 'on a pour tout z € ]0; 5[ :

! 1< 1 < L
sin? x 22 sin’x

Une formule trigonométrique

7. Par exemple & 'aide de la formule de duplication du sinus, démontrer la formule suivante

valable pour tout x € ]O; g [ :

1 1 1 1

+
in2 . o0& T—
sin“z 4 | gip2 3 sin?




Etude de la limite de la suite z

On définit la suite (u,)nen en posant pour n € N :

2n—1 1
tn = Z .o 2k + 1)
k=0 sin W

8. Calculer ug.

9. Montrer a l'aide de la formule trigonométrique démontrée précédemment que la suite

10.
11.

12.

13.

(u,) verifie pour tout n > 1 : u, = U+

Indication : On pourra couper la somme en deux a ’aide de la formule évoquée ci-dessus,
puis faire le changement de variable j = 21 —1—F dans la deuxiéme partie de la somme.

Calculer u,, en fonction de n

Montrer que 'on a I'inégalité suivante, valable pour tout n € N :

2"—1 4n+2

" = ,; 2k + 122 =

Déduire des deux questions précédentes un encadrement de xon_q sin € N.
Montrer la convergence de la suite (zn_1)nen €t préciser sa limite.

Conclure concernant la suite (z,)nen.



