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Corrigé du devoir surveillé

Exercice 1. Etude de suites et équation fonctionnelle

On admettra le résultat suivant : les fonctions continues f : R — R et vérifiant
V(z,y) €R?, flz+y) = f(a) + f(y) (L)
sont exactement les fonctions linéaires, c’est & dire les fonctions pour lesquelles il existe a € R tel que
Ve € R, f(z) = ax.

1. Dans cette question, on considére une fonction g :]0, +oo[— R continue et telle que :

V(z,y) €]0,+00%, g(zy) = g(z) + g(y) (K).

(a) On définit f: R — R par :
Vz e R, f(z) = g(e®).

Montrer que f vérifie alors la relation (L).
On a en effet si x et y sont réels :

flx+y) =g(e™")

flxz+y)=g(e"e)
flx+y) =g(e”) +g(e¥)
flz+y) = f(x)+ fy)

(b) En déduire g.
On a donc a € R tel que :
Ve e R, f(z) =ax

Vo € R, g(e¥) = ax.

Ainsi, si y € R% , on a donc pour z =Iny : g(y) = aln(y).

Réciproquement, toute fonction de la forme ¢ : y — aln(y) vérifie bien, si (z,y) € Rf :
9(zy) = aln(zy) = a(ln(z) + In(y)) = aln(z) + aln(y) = g(z) + 9(y).

2. Soient 0 < a < b deux reéels strictement positifs, on définit les suites (up)nen €t (vn)nen par :

2
upg =a, vg=bet Vn € Nyu,411 = Un'n , Uptl = Un —H]n.
Uy + Up, 2
(a) Etablir I'inégalité suivante :
2xy rT+y
V(z,y) € R% 2, < —=.
(2, y) Tty S 2

On calcule pour (z,y) € R’f :

I . (z+y)?

x+y 2 2x+4y) 2ty




2xy 7:U+y:2xy—m2—y2

T4y 2 2(x+y)
20y w4y (z—y)?
c+y 2 24y
On en déduit :
2xy _a:+y<0.
T+y 2~

(b) Montrer que :
VneN, 0<u, <uv,.

On démontrerait par récurrence que les deux suites sont a termes strictement positifs.
Prouvons maintenant que u, < v, pour n € N.

Au rang n = 0, c’est une hypotése de ’énoncé.
Au rang n € N* :

2Up—1Vp—1 Up—1 + Un—1
Up = < = Un.
Up—1 + Un—1 2

En déduire les monotonies des suites u et v.

2UpVp, S 2Upn Uy,

Puisque u,, < vy, on a uy + vy < 20, Ao Uy = > = u,. u est croissante.
Up, + U, 2up,
. Up + U Up + v L.
Puisque w, < vy, 0N 8 Upy) = — 5 L 5 " — vp. v est décroissante.
(¢) Montrer que :
Uy, — Up,
Vn € N, vpy1 — upt1 < Ty
On a —up41 < —uy done :
Up, + Un Up — Un
Ungl = Unil SUpgl —Up = ——5—— —Up = ——(—.

2

(d) Montrer que les deux suites u et v convergent vers une méme limite [ € R.

On déduit de la question précédente que la propriété v, — u, < z—n('uo — ug) est héréditaire.
Elle est vraie pour n = 0, donc pour tout entier n par récurrence.

. 1 : .
Ainsi, 0 < v, —up < 2—n(vg — up) donc v, — u, — 0. Les suites étant I'une croissante et
n—oo
I'autre décroissante, elles sont donc adjacentes et tendent vers la méme limite.

(e) On définit la suite (wy,)pen par :

Vn € N, w, = \/upvy.

Justifier que la suite w est constante et en déduire que [ = v ab.
On calcule pour n € N :

2UupVy Uy + Uy

= /UpUn = Wy.
Up, + Up 2

Wn+1 = /Un+1Un+1 = \/
w est donc constante en wg = Vab. Or w, = \/ﬁnvn avec u et v convergentes vers [ > 0

donc w converge vers VI2 =1. On en déduit [ = v/ab.

3. Dans cette derniere partie de I'exercice, on considere une fonction f : R} — R, continue et telle
que :

Yo e R £ (50 ) 41 (2) = @) + 1) ()



(a) Montrer que si f est une solution de (E), alors la fonction h = f — f(1) est solution de (E).
Soit (z,y) € R%?, on calcule :

() e (335) = () s (235) 00
() o (5
(5%) (2

On suppose donc désormais que f(1) =

) (2) + F(y) — 2/(1):

L) = ta) + hto)

(b) Soient 0 < a < b deux réels positifs, u et v les suites définies a la question 2., on définit alors
la suite (2 )nen par :
VneN, z, = f(un) + f(vn)

Montrer que la suite z est constante.

2u,v Up + U
e () 2 (257)
n n

Znt1 = f(un) + f(vn);

Zn+1 = Zn-

Soit n € N, on calcule :

(¢) En déduire que pour tous réels positifs a < b, on a :
21 (Vab) = f(a) + F(b).

D’aprés la partie précédente, les suites u et v convergent toutes deux vers vab. En passant &
la limite quand n — oo, puisque f(u,)+ f(vy) = f(a)+ f(b), on a donc f(vab) + f(v/ab) =
f(a) + f(b).
Montrer alors que :

Va € RY, 2f (\/5) = f(a).
On applique I'égalité précédente avec a € R% et b =1, on obtient 2f(y/a) = f(a) + f(1) =
f(a).

(d) Montrer alors que les solutions générales de (F) sont les fonctions f telles que :
(a,B) € R%, Vo € RY, f(z) = aln(z) + 5.

Soit f une solution, soient a et b dans R* , on a alors en posant h = f — f(1), d’aprés la fin
de la question précédente en remplacant a par ab :

2h(vVab) = h(ab).
Or on a aussi vu que h vérifie (E) donc :
2h (\/%) = h(a) + h(b).
On conclut que h(ab) = h(a) + h(b) et donc d’apres la premiére partie, h est de la forme

h(z) = aln(z) pour un a € R d’ou f(z) — f(1) = aln(z), i.e. f(z) = aln(z) + f(1) ce qui
est de la forme attendue avec § = f(1).



Reste enfin & vérifier qu’une fonction de ce type est bien une solution. On calcule, pour
f(z) = aln(z) + B et (z,) € RY

f(x;y>+f<x2f_yy>:aln(x;y)+5+aln<f+ >+5,
T+y 2zy \ T4y 2zy _
1(557) s () —om (505

1(5)+ <%y>—ammw+w,
() (5

_'_
) )+ aln(y) + 28;
1(550) (3
Exercice 2. FEquation originale

Si P : R — R est un polynéme de degré inférieur ou égal a n € N, c’est & dire que l'on a des réels
ap,ai,as, - ,an tels que :

>—ﬂ>+ﬂw

Ve € R, P(z) = apa™ + An_12" 4 -+ agz® + a1z + ag,

on note Ep ’équation :
(Ep) P(x) = €”.

On souhaite montrer que (Ep) admet au plus n + 1 solutions distinctes dans R

1. Si f € C1(R) s’annule en p > 2 points a1 < az < - -+ < ay, tels que

flar) = f(az) = -+ = f(ap) =0,

montrer que f’ s’annule en p — 1 points.
On suppose que f g’annule ainsi. Pour 1 < ¢ < p — 1, on peut appliquer le théoréme de Rolle
sur l'intervalle [a;; a;+1] et U'on en déduit qu’il existe b; € Ja;; a;41[ tel que f/(b;) = 0. Ceci nous
donne p — 1 valeurs distinctes pour lesquelles f’ s’annule.

2. Prouver alors la propriété annoncée au début de l’exercice.
On prouve cette propriété par récurrence sur n.
Pour n = 0, on a bien qu’une équation du type ag = €%, pour ag € R, admet au plus une
solution : si a0 < 0, il n’y en a pas et si a9 > 0, I'unique solution est In(ayp).
Prouvons maintenant I’hérédité. On suppose la propriété vraie au rang n € N.
Par I’absurde, supposons alors qu’elle n’est pas vraie au rang n + 1. On a donc des réels
ag, a1,a2, - ,0n, apy1 tels que :

Vz € R, P(z) = apy12™ + anz™ 4 - + a2z + a1 + ag

de sorte que I'équation P(x) = e* admet n + 3 solutions.
En posant f(z) = P(z) — e”, ceci signifie que cette fonction f s’annule en n + 3 points distincts
donc sa dérivée s’annule en n + 2 points. Ceci signifie que ’équation suivante admet n + 2
solutions :

P'(z) — " =0,

(n+ Dapp12"™ + napx™ 4 4 2a9z + a1 — €% =0,
n+1l)aps1x” +napxe”™ =+ -+ 2000+ a1 =€
1 4 n n—1 ) T

Or Q(z) = (n + 1)ap412™ + napa™ ! + - -+ + 2a22 + a; est un polynoéme de degré inférieur ou
égal & n, donc cette équation n’a pas plus de n + 1 solutions par hypothése de récurrence.
Cette contradiction nous assure que la propriété est héréditaire, donc vraie pour tout entier n.



