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Corrigé du devoir surveillé
1 Cours
1. Condition nécessaire d’extremum local en un point intérieur au domaine de définition.
2. Lemme de Rolle
3. Théoréme des accroissements finis.
4. Fonctions lipchitziennes : définition
5. Caractérisation par la dérivée des fonctions lipchitziennes dans le cas de fonctions déri-

vables sur un intervalle.

6. Théoréme de la limite de la dérivée.

7. Dérivée n-iéeme d’'un produit : formule de Leibniz.

8. Opérations élémentaires et matrices : matrices de transvection, de transposition et de
dilatation, interprétation des opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice au
moyen de ces matrices.

2 Sujet normal : Suite u, 1 = f(u,)

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =

1. (a)

eI

e2r + 1
f est C' sur R puisque z — €% et & — €?® + 1 le sont, et que 1'on a pour tout x € R :
e?** +1 > 1. Calculons :

e’(e*r + 1) — 2e*%e”
(e2r 4+ 1)2

f(x) =

T 2x

F(z) = M
(6 T 4 1)2

Ainsi f'(z) > 0 si et seulement si e** < 1, c’est & dire pour < 0. On en déduit
que f est croissante sur R™, décroissante sur R™. En particulier, f admet en 0 son
maximum qui est %
Comme on a pour tout z, f(z) > 0, 'équation f(z) = x ne peut admettre que des
solutions = > 0.
Ainsi, on étudie la fonction F': [0, +00[ — R définie par F': x — f(x) — x.

F(1) < 3 —1donc F(1) <0, le théoréme des valeurs intermédiaires nous assure qu'il
existe £ € [0,1] tel que F(¢) = 0 donc f(¢) = . Ce nombre est unique par stricte
décroissance de F'.

On remarque que pour tout z, f(z) > 0 et f(z) < 3. Ainsi, f(¢) € [0,3] donc

1
0</l< 5 puisque f(¢) = ¢.

N | —

F' est strictement décroissante sur R, continue. On peut remarquer que F(0) =



(d) On sait que pour tout réel x positif : |f'(z)| = —f'(x).

e”(e* — 1)

2:p_]_ r
Or62x—1<62x+16t6 < 1donc : [f'(z)] < .

e2r 4+ 1

e @) < S@)

On a déja remarqué lors de I’étude des variations de f que pour tout x réel, f(z) <

1
On en déduit que que Vo > 0, |[f'(x)] < 3

(e) f ([0, %1) C {O, %] est d’autant plus vrai que f (R) C [O, %1

2. On définit la suite (uy,),en par :

DN | —

ug =0 et Vn €N, w1 = fluy)

1
(a) Vn € N, w, € [0, 5] se démontre aisément par récurrence puisque ug = 0 et que

1
I'intervalle [0, 5] est stable par f.

L’initialisation est immédiate ( up = 0 ), et 'hérédité est évidente :

1 1 1
u, € 0, 5} entraine f(u,) € [0, 5] d’ott up41 € [0, 5]

1
(b) Comme wu,, et ¢ sont deux éléments de I'intervalle [O, 5] ou l'on a |f'(z)] <

,on a
1 : 1
pour tout n € N : |f(u,) — f(£)| < §’u" — 1, soit |up11 — 4] < é\un — 1.
1
On en déduit par récurrence que pour tout n entier : |u, — ¢ < L

(c¢) La suite (u,) converge donc vers ¢ puisque |u,, — ¢| — 0 par encadrement.

3 Sujet bis : Equations fonctionnelles

Les deux parties de cet exercice sont liées, on pourra admettre les résultats de la premiére partie
pour traiter la deuxiéme.

1. Soit f: R — R une application continue telle que :

(R) Y(z,y) eR?, flz+y) = flz)+ f(y).

On pose a = f(1).

(a) Montrer que f(0) = 0. En déduire que f est impaire.
Pourz =y =0,ona f(0+0) = f(0)+ f(0), c’est a dire f(0) = 2f(0) donc f(0) = 0.
Sizx e Ryonapoury=—z: f(r—z) = f(z)+ f(—x), Cest a dire 0 = f(z)+ f(—x)
donc f est impaire.

(b) Montrer que pour tous n € Z, x € R, f(nx) =nf(z).

Pour n = 0 ou n = 1, la propriété est clairement vraie. Prouvons la par récurrence
pour n € N.



Supposons donc qu’elle est vraie au rang n € N, on a alors d’aprés (R) pour y = nx :
flx+nz) = f(z)+ f(nx) = f(x) + nf(x). Ceci signifie f((n+ 1)x) = (n+1)f(x).
La propriété est héréditaire, elle est donc vraie pour tout entier naturel.
Enfin, sin € Z\ N, on a —n € N donc f((—n)z) = (—n)f(z), c’est a dire — f(nz) =
—nf(x) par imparité de f, d’ou f(nz) = nf(x).

(c) Montrer que pour tous r € Q, alors on a f(rz) = ar.
Soit r € Q, on a donc p € Z et ¢ € N* tels que r = Z. On a alors, si z € R, d’aprés
les questions précédentes : f(qr) = ¢f(r) et f(gqr) = f(¢t) = f(p) = ap. De ces deux
égalités, on déduit ¢f(r) = apf, c’est a dire f(rx) = agf(x) =ar.

(d) Prouver que pour tout ¢ € R, f(t) = at. Conclure 'étude de 1’ensemble des fonctions
f:R — R vérifiant (R).
Sit € R, on sait que les approximations décimales de t, définies pour n € N par :

107t : .
d, = L1on , forment une suite (d,),en de nombres rationnels qui converge vers t.

Puisque d, - t,on a f(d,) - f(t) par continuité de f, c’est a dire ad, -
n—+o00 n—4o00 n—+0o0
f(t) puisque Vn € N, d,, € Q. Or ad, - at, d’ou f(t) = at.
n—-+0oo

On vient de voir que si f est une fonction continue vérifiant (R), alors on a un réel

a tel que :
vt e R, f(t) = at.

Réciproquement, toute fonction de la forme f(t) = at ou a € R est continue sur R
et vérifie (R). Les fonctions vérifiant (R) qui sont continues sont ainsi les fonctions
linéaires.

2. Soit g : R —] — 1, 1[ une application continue telle que :

9(z) +9(y)
S) Y(z,y) € R?, gz +y) = 220
) ) MR ETErTe)
T
(a) On note ¢ : R — R la fonction définie pour tout x réel par ¢(x) = ‘ 1
el'

Montrer que ¢ est une bijection de R dans l'intervalle | — 1, 1], et que ¢ vérifie (5).
¢ est une fonction continue et dérivable sur R, de dérivée :

e*(e* + 1) —e®(e” — 1)
(6:13 + 1)2

() =

o 2e”
)= ey

Ainsi, ¢ est strictement croissante, ses limites en —oo et 400 sont —1 et 1, donc ¢
est une bijection de R dans l'intervalle | — 1, 1].

Calculons alors :
et —1 n ey —1
o) +d(y)  er41  ev41

Trolnol) |, @ —1e—1
e +1lev+1
¢x)+oy) (" =D+ 1)+ (e’ = D)(e" +1)
1+ ¢(@)o(y) (e +1)(ev +1) + (er = 1)(ev = 1)
Ba) + oly) _ 2erer — 2
1+ o(x)p(y) e tv4er+ev+1+e"ty —er —ev+1
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(b)

Ba)+oly) _ 2 =2

L+o(@)(y)  2emtv +2°

¢(z) + o(y)

1+ ¢(x)o(y)

En déduire une expression simple, si (X,Y) €] —1,1[% de ¢~* (
¢~ (X) et 7H(Y).

Pour x = ¢~ 1(X) et y = ¢~ 1(Y), on a d’aprés la question précédente :

O X)) + 867 (V)
L+ 6(o71 (X))o (o7H(Y))
_ _ X+Y
B X)) =
On en déduit que ¢~1(X) + ¢~ 1Y) est I'unique antécédent dans R de 2+X donc :

1+XY?
o () — e

= ¢z +y).

X+Y
1+XY

) en fonction de

$oH(X) + o (Y))

On note h = ¢! o g, montrer que h vérifie la propriété (R) de la premiére partie de
I’exercice.
Soient (z,y) € R?, calculons :

hMz+y)=9¢ "(g(z +y))

9(r) + g(y) )
1+ g(z)g(y)

On peut appliquer la question précédente avec X = g(z) et Y = ¢(y) donc :

Wz +y) =90 '(g(x) + ¢ ' (9(y))
h(z +y) = h(z) + h(y)

hz+y) = ¢

Déterminer alors une expression simple de g, et conclure I’étude de 1’ensemble des
fonctions g : R — R vérifiant (.59).

Comme h est continue puisque g et ¢! le sont, on a donc d’aprés la premiére partie
un nombre a € R tel que Vo € R, h(z) = ax.

Ainsi, Vo € R, ¢! (g(x)) = ax donc g(x) = ¢(ax).
Réciproquement, si g est de cette forme, on a alors si (z,y) € R? :

¢lax) + ¢lay) _ g(x) +9(y)
L+ ¢(az)play) 1+ g(x)g(y)

Les fonctions continues qui vérifient (R) sont donc exactement les fonctions de la
forme :

9(z +y) = ¢la(z +y)) = d(ax + ay) =

e®™ —1

9(®) =

oua € R.



