Exercices 2025
PCSI Feuille n° 14

Applications linéaires

1 Définitions, noyau, image

Exercice 1.
Soit f l'application de R? dans R? définie par :
fo R = R3
(.’L’,y,Z) = (m—y,y—z,z—m) .
1. Montrer que f est linéaire.
2. Déterminer le noyau et I'image de f.
3. Déterminer Im f + Ker f.
4. Expliciter f o f.

Exercice 2.
On considére 'application linéaire f de R3 dans R* définie par
f(.’L',y,Z) = (x‘i‘Z’y—ﬂUaZ‘i‘yaﬂU‘Fy‘f‘QZ)

1. Calculer les images par f des vecteurs de la base canonique (e, ez, e3) de R?. En déduire une
base de Im(f).
2. Déterminer une base de Ker (f).

3. L’application f est-elle injective ? surjective ?

Exercice 3.
Soient a € R et f, 'application de R? dans R? définie par :
fa : R3 — R?
(r,y,2) — Br—2y+az,ar+y+2z)"
1. Montrer que f, est une application linéaire.

2. Déterminer le noyau de f, en fonction de a.

Exercice 4.

Soit f l'application linéaire de R* dans lui-méme définie par :

Déterminer les images par f des vecteurs de la base canonique (e1, es, e3,e4) de R%.
Montrer que f(e3) et f(eq) sont combinaisons linéaires de f(e1) et f(e2).

En déduire la dimension de Im(f) et une base de Im(f).

Ll

Quelle est la dimension du noyau de f?

Montrer que la famille de vecteurs (u,v) avec v = (—2,—1,1,0) et v = (—1,—1,0, 1) forme une

base de Ker (f).



Exercice 5.
On considére dans R? les trois vecteurs u = (1,1), v = (2, —1) et w = (1,4).
1. Démontrer que (u,v) est une base de R2.

2. Pour quelle(s) valeur(s) du réel a existe-t-il une application linéaire f : R?2 — R? telle que
f(u) = (27 1)7 f(?}) = (17—1) et f(w) = (5,@)?

Indication : Exprimer w dans la base (u,v).

Exercice 6.
Soient E un Kev et u € L(E). Montrer que

Clu)={veL(F), vou=uowv}
est un sev de L(F).

Exercice 7.
Soient £ un Kev, u € L(E) et u? = uo .

1. Montrer :

F= Keru+ Imu <« Imu = Im u?

2. Montrer :

Ker u = Keru? < Imun Keru={0}.

3. Que peut-on dire si E est de dimension finie ?

Exercice 8.

Soient F un K espace vectoriel et f un endomorphisme de E tel que f2—3f+2Id = 0, ott f2 = fofof.
Montrer que f est un automorphisme de F.

Exercice 9.

Soient E un Kev et f,g € L(FE,K). On suppose que pour tout = de E, f(z) x g(x) = 0. Montrer que
f=00ug=0.

Exercice 10.

Soit E le s.e.v. de R? engendré par les vecteurs u = (1,0,0) et v = (1,1,1).
Trouver un endomorphisme f de R? dont le noyau est E.

2 Applications linéaires sur des espaces de polynémes

Exercice 11.

Soient f et g les applications de R[X] dans R[X] définies par :
f(P) = P’ et g(P) est 'unique primitive de P nulle en 0.

1. Montrer que f et g sont des endomorphismes de R[X].

2. Donner les noyaux et les images de f et g.

3. Montrer que Ker f et Im g sont supplémentaires dans R[X].
4. Calculer foget go f.

Exercice 12.

Soit F = R, [X], déterminer le noyau et 'image de I’endomorphisme f de E défini par :

VP e R,[X], f(P)=P(X +1) - P(X)



Exercice 13.

Soient n > 2 et :
[ RyX] — R, [X]
P — PX+4+1)+P(X—-1)-2P(X)

1. Montrer que f est linéaire. Déterminer son image, son noyau et son rang.

2. Soit @ € Im f. Montrer qu'’il existe un unique P € R, [X] tel que f(P) = Q et P(0) = P'(0) = 0.

Exercice 14.

Montrer que 'application suivante est un isomorphisme :

f: RyX] — R7H1
P = (P(1),P(1),...,P™(1)

Exercice 15.

Soient aq,...,a, dans K deux & deux distincts, ny,...,n, dans N.
On pose N = (n1+1)+---+(n, +1).
Soit (bg, ..., bk b3, ... b2 ... b, ..., bk ) € KN. Montrer qu'il existe P € Ky_1[X] tel que :

Vie{l,...,p}, Vje{0,...,n;}, P9 (a;) = bl
Indication. Considérer :

d: Ky_1[X] — KN
P e <P(a1),P’(a1),...,P("l)(al),P(ag),P’(ag),...,P("Q)(ag),...,P(ap),...,P("P)(ap))

3 Projecteurs et symétries

Exercice 16.
Soient E = R3 | v = (1,-1,1) et H = {(v,y,2) € R®, x4+ y + 2 = 0}. Trouver le coordonnées de
I'image du vecteur (z,, z) par la projection p de R? sur Rv parallélement a H.
Exercice 17.
Soient F un K espace vectoriel, f € L(F) et p un projecteur. Montrer que fop = po f si et seulement
si Im p et Ker p sont stables par f.
Exercice 18.
Soient £ un K-espace vectoriel, p et g des projecteurs de E.
1. Montrer que :

Imp=Img < pog=q et gop=p.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que Ker p = Ker g¢.

3. Montrer que p 4 g est un projecteur si et seulement si po ¢ = qop = 0. Montrer qu’alors
Im(p+¢)=ImpdImqg et Ker (p+q)=Ker pnKerq.

Exercice 19.

Soient £ un K espace vectoriel, u et v dans L(E).

1. Montrer que :
Ker (vou)=Keru <« ImunKerv={0}.

2. Montrer que :
Im(vou)=Imv < Imu+Kerov=EFE.



4 Théoréme du rang

Exercice 20.

Soient £ un K espace vectoriel de dimension finie, F; et F5 deux s.e.v. de E. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour qu’il existe u € L(F) de noyau Fj et d'image Fb.

Exercice 21.

Soit E un K espace vectoriel de dimension 2p et f € L(E). Montrer que f2 = 0 et rg f = p si et
seulement si Ker f =1Im f.

Exercice 22.
Soient £ un K espace vectoriel de dimension finie n, u et v deux endomorphismes de E.

1. Montrer que :
rgu+rgv—n<rg (uov)<min{rg u,rg v}.

2. Montrer que :
rgu—rgov| <rg (u+v) <rgu+rgo.

3. On suppose que uov =0 et u+ v € GL(F). Calculer rg u + rg v.

5 Exercices plus ardus

Exercice 23.

Soir E un K espace vectoriel. Déterminer les f € L(E) telles que : Vz € E, (z, f(x)) lice.
Exercice 24. Lemmes de factorisations.

Soient E, F et GG trois K-espaces vectoriels.

1. Soient u € Lk(E,G) et v € Lx(F,G). Montrer :

Imu CImo & Jw € Lg(E,F), u=wvouw.

2. Soient u € Lx(E,G) et v € Lkg(E, F'). Montrer :

Ker v C Ker u & Jw € Lg(F,G), u=wouw.

Exercice 25.

Soient E un K espace vectoriel de dimension n et f € L(E) tel que f*~ ' #0et f* = 0.
1. Soit a € E tel que f"~!(a) # 0. Montrer que (a, f(a),..., f" *(a)) est une base de E.
2. Quels sont les sous-espaces stables par f7

3. Montrer que (Id, f,..., f*!) est une base de
C(f)={g e L(E), fog=go [}



