Devoir 2025
PCSI DS CB

Concours blanc

Exercice 1. Développements limités

1. Calculer les développements limités suivants en 0 :

2 2 3
x ¢ oz
—et = 1 - ] == - 3
a) cos(r) —e o 5 T 5 + o(z”)
23
cos(z) —e* = —x—a2—— +o(z?)
z—0 6

b) 1+ 2% — 323 + 42”7 = 1+ 2% — 323 + o(a?)
z—0

c) In(cos(z))

On commence par écrire :
2

cos(z) = 1— 2 +o(z?)

x—0 2

On écrit alors le développement limité du In en 1 :

Yy
In(l+y) = y— = +o(y°)
y—0 2
Pour y(z) = cos(x) — = —% + o(x3), on a donc y(x) - 0 et y(x) ot —% d’ou :
2
y(x
In(1+y(2) = yix)— L2 1oty
—0 2
22
In(l1+y(z) = —— + 0(:1:3)
x—0 2

d) (1 +$)z — e:vln(l—l—:v)

Orzln(l+z) = z(x —% %4— o(x3)).
x)

_I_
z—0
On pose alors y(x) = zIn(1 + 2(1—%4—%—1—0(1'2)) et 'on a :

20

@) = ot +o(ah)

z—0
On obtient alors par composition :

2
1
(1+2)* = 14+2%(1 - Iyl o(z?)) + ~x* + o(2?)
z—0 2 3 2
23

5)
(1+2)% = 1422 ~T 42 14 o(z?)
z—0 2 6



2. Calculer les développements limités suivants :
a) /x a l'ordre 3 en 2

On pose z = 2 + h et 'on se raméne ainsi au développement limité en 0 de :

\/m\fu—

Or/1+y Do 1 —l—% — %gﬂ + %y?’ +o(y3), dou :
_ T 3
\/2+hh:0\f2(1+ ~h 32h +128h + o(h ))

V2+h = V2+ £h— £h?+ \[h3+0(h3)
h—0 32 128

b) 22 a lordre 3 en — 2
On pose £ = —2 + h et 'on se raméne au développement limité en 0 de :
1 1 1 1

1+ (—2+h)2 5-4h+h?® 51— 2h+1n?

m\H

On rappelle que ﬁ =, 1—y+y?— 13>+ o(y?), on en déduit avec y(h) = —%h + %hZ :
y

16 8
2 _ ‘Y9 ©S.3 3
y(h), =, 557 — 5" o)
Y = —OLh s ofh?)
h—o 125
1 1 4 16 8 64
. — | —h——h2 h2— — R34+ —h3+o(h?
1+(—2+h)2h—>05( T35 75 25 25" T 125 +o(h%)
1 1 4 11 24
—h4+ —h?>+ —h3+o(h?)

T+ (2+h)2ns05 "25" T125" Vs

Exercice 2. Application au calcul de limites

En utilisant un développement limité, calculer, si elles existent, les limites suivantes :

1. sinz ~ = donc 2@ 1.
z—0 z—0
2. cosz—1 = 1—%2—1—1—0(962) donc cosx — 1 ~ —%.
z—0 z—0
In(1 ~ ydoncIn(l +27) ~ 2zetzln(l+2x) ~ 222
n( +y)y_>0y onc In(1 4+ m)90_>0 x et zln(1+ x):c_)o x
cos(z)—1 1
On a donc (120 :;)) -7
3.
- a? 3 1 a? 2
sin(z) — x cos(x) S0t E +o(x®) —x(1 — =t o(z?))
3
sin(x) — xcos(z) = = +o(x?)
z—0 3
Ainsi, sin(x) — z cos(z) ~ 3 ot w L
z—0 & z—0



4. In(l4z)—2 = x— %2+0(x2)—xd0nc In(l4+z)—z ~ —%.
x—0 x—0
Ainsi, w ~ —z. Cette expression admet donc pour limite 400 lorsque z tend vers 0
x z—0 2%
par valeurs négatives, et —oo lorsque « tend vers 0 par valeurs positives. Elle n’a pas de limite
en 0.
g 3 2
. x 3 X )
smx = x——+4o0@") = z(1——+o(x
= o= T ro®) = (- T+ o(a?)
2 2 a? 2
sin“x = x°(1 — — 4oz
4
x
sinz — 22 ~ ——
z—0 3
Orsinz ~ z dou z?sinz ~ ztet:
z—0 x—0
1 1 _ sin? z — 22 1
22 sin?(z)  a?sin?z 2-0 3

2

1\* 1
(cos ) = exp <x2 In(cos )>
x x

Orl — Oetcosy = 1—y2+0(y2) d’ou :

T—00 y—0 2
N e
Cosggp;oo @ o ﬁ

1 1 1
In (cos x) ol In <1 ~ 5.2 +o0 <$2>)

Puisque In(14+y) ~ vy, on en déduit :
y—0

< 1 > 1
In | cos — ~ ——
r /) z—00 212
1 1
22 1n (cos > _— ——
) z—o0 2

) 1\* 1
lim ( cos— =e 2
T—+400 T

Exercice 3. Applications linéaires et matrices

1. Justifier que e forme une base de F.

Les vecteurs e; = <_11> et eg = (_12> sont dans R2.

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc e = (e, ez) est une famille libre de R?, on en
déduit que c’est une base.

2. Justifier que F' et G sont deux sous-espaces de E.

{6

— 11 contient le vecteur nul : (8)

T+y= 0} est un sous-espace vectoriel car :



— Il est stable par combinaison linéaire : si (ggjl) et <zQ> sont dans F', alors 1 +y1 = 0 et
1 2
To +yo =0 d’ou :

(A1 + pxe) + (Ay1 + py2) = AMx1 +y1) + p(z2 +y2) =0

A+ () e
Y1 Y2
T+ 2y = 0}.

. Montrer que F' = Vect(e1) et G = Vect(ez).

On en déduit que :

Méme raisonnement pour G = { (;)

1

Tout vecteur de F satisfait x +y = 0, c’est & dire y = —z donc <_xx> =z (_1

F = Vect(ey).

) = zey. Donc

-2
De méme, x 4 2y = 0 entraine z = —2y donc < yy> = yeq, donc G = Vect(eq).

. Montrer que F' et G sont supplémentaires.
On a F = Vect(e1), G = Vect(ez) et e = (e1,e2) est une base de R% Donc F @ G = R2.

. Montrer que P est inversible en calculant P~!.

=4 7)

en effectuant des opérations élémentaires sur la matrice et sur I'identité :

e=(1 70 0)

Etape 1 : Ajouter la ligne 1 a la ligne 2 (L2 < L2 + L1) :

1 =21 0
0 -1|1 1

Etape 2 : Multiplier la ligne 2 par —1 (L2 < —1- L2) :

1 =211 0
0 1 |-1 -1

Etape 3 : Ajouter 2 fois la ligne 2 a la ligne 1 (L1 « L1 + 2- L2) :
1 0]—-1 -2
0 1|-1 -1
(-1 =2
A

Ce résultat est cohérent avec la vérification P - P~ = .

On souhaite inverser la matrice

On obtient donc :

. Déterminer les matrices A = Mat.(p) et B = Mate(s).
Dans la base e = (e, e2) :
— Le projecteur p sur F' = Vect(e;) dans la direction de G = Vect(ez) correspond a la matrice :

()

4



— La symétrie s par rapport a F' parallélement & G s’écrit :

1 0
B = .
. Montrer que la matrice M = Mat.(p) est donnée par :
-1 2
M = :
Remarque : Il y avait une erreur dans I’énoncé initial concernant la matrice du projecteur p
dans la base canonique ¢. Nous corrigeons ici cette matrice.

On rappelle que p est la projection sur F' = Vect(e;) selon G = Vect(ez), et que la base

€ = (61,62) est donnée par :

La matrice de passage de la base e a la base canonique c est :

(1 =2 1 (-1 =2
P—(_1 1> et P —<_1 _1>
Dans la base e, le projecteur p s’écrit simplement :

A = Mate(p) = <(1) 8)

On en déduit la matrice de p dans la base canonique ¢ par la formule :

M = Mat(p) = PAP™
= (10 0= (40
worar— (40 (A () )

Conclusion : La matrice correcte du projecteur p dans la base canonique est :

Matet) = (7))

. Application ¢ : L — ML — LM sur Ms(R)

Effectuons le calcul :

(a) ¢ est une application linéaire car elle est combinaison linéaire de deux applications linéaires :
multiplication & gauche et a droite par des matrices fixes. Précisément, si L et H sont deux
matrices, A et u des scalaires, alors on a :

¢OAL + pH) = M(AL + pH) — (AL + pH)M
(AL + pH) = AML + uMH — A\LM — pHM
SNL + pH) = A(ML — LM) + p(MH — HM)
AL + pH) = Ap(L) + po(H)

(b) Pour déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique &, on applique ¢ a chaque E; j, et
on exprime le résultat dans la base £ :



1. Calcul de ¢(E1 ;)

2. Calcul de ¢(E 2)

3. Calcul de ¢(FE3 1)
2 0 0 O
MEs>; = <2 0> , Eo M = (_1 2)
'(Eaq) = <3 _2> =2F11+3Ey1 —2Es

4. Calcul de ¢(Es2)

0 2 0 O
ME39 = (0 2> , B oM = (_1 2)

0 2
'O(Es2) = <1 0) =2FE12+ E2

5. Matrice de ¢ On écrit maintenant chaque image ¢(FE; ;) comme combinaison linéaire
de la base £ et on les place en colonnes pour former la matrice :

0o 1 2 0
-2 =3 0 2
0 -1 -2 0
On considére la matrice :
0O 1 2 0
-2 -3 0 2
N -1 0 3 1
0 -1 -2 0
T
On cherche les vecteurs X = ? € R* tels que NX = 0. On applique la méthode du
3
T4

pivot de Gauss sur la matrice N.



Etape 1 : permuter les lignes L; et Ly pour avoir un pivot non nul en (1,1) :

-2 -3 0 2
0O 1 2 0
-1 0 3 1
0 -1 -2 0

Etape 2 : rendre le pivot (1,1) égal a 1 en divisant L; par —2:

1 3 0 -1
0o 1 2 0
-1 0 3 1
0 -1 -2 0

Etape 3 : annuler les coefficients en dessous et au-dessus du pivot (1,1) :
- L3 < L3+ Ly - L inchangée - L4 inchangée
Ly=(-1)-Li+L;=(0 2 3 0)

La matrice devient :
-1

S O O
BOCO = bl
w N O

0
0
0

|
—_

|
N

Etape 4 : éliminer en colonne 2 avec L, comme pivot :
—L3%L3—%'LQ—L4%L4+L2

Ly=(0 0 0 0), Ly=(0 0 0 0)

1 30 -1
012 0
000 0
000 0

Reésolution du systéme réduit :

- On pose x3 = \, x4 = u (libres). - L2 : 9+ 223 = Oxg = —2)\ - L1 : 3:1—1—%962 —x4 =021 =
—%x2+x4 =3A+u

Conclusion : les solutions sont de la forme

I 3 1

T2 o —2 0

Y Bl I el I

T4 0 1

3 1

ker(NN) = Vect _12 , 8
0 1

Montrons que C(p) = Vect(p, idp2).

On remarque que C(p) est constitué des endomorphismes dont la matrice dans la base ca-
nonique est un élément de Ker ¢. Or d’apreés la question précédente, la dimension de Ker ¢,
qui est la méme que celle du noyau de sa matrice Ker N, est 2.

Puisque p et idg2 sont une famille libre dans C(p), ils en forment une base.



9. Cas général : projecteurs

Soit E un espace vectoriel, et soient F' et G deux sous-espaces de E tels que :
E=Fa&dG

c’est-a-dire que tout vecteur v € E s’écrit de fagon unique comme u = v + w, avec v € F et
w e G.

On définit alors 'application linéaire p : £ — E par :
p(u) =v otu=v4+w, veF, welG

Cette application p est appelée le projecteur sur F' parallélement a G.
Un projecteur p € £(E) est un endomorphisme tel que p? = p. On a alors :
E =1Im(p) & Ker(p).
Im(p) est alors le sous-espace sur lequel p projette, tandis que Ker(p) est celui dans la direction
duquel se fait la projection.

Soit donc p un tel projecteur, prouvons d’abord si u € C(p), que Ker(p) et Im(p) sont stables

par u :

— Soit z € Ker(p), on a p(z) = 0 d’ott u(p(x)) = 0g.Ainsi, p(u(x)) = 0g donc u(x) € Ker(p).

— Soit € Im(p), on a alors y € E tel que x = p(y) d’ott I'on déduit : u(x) = u(p(y)) donc
u(z) = p(u(y)). Ainsi, on a bien u(z) € Im(p)

Réciproquement, soit u qui stabilise Ker(p) et Im(p). On a alors si € E, un couple (f,g) €
Ker(p) x Im(p) tel que x = f + g. On calcule alors :

u(p(r)) = u(f)

p(u(z)) = p(u(f) + u(g)) = p(u(f)) + p(u(g)
Or u(f) € Im(p) donc p(u(f)) = u(f) et u(g) € Ker(p) donc p(u(g)) = 0g. On conclut :

p(u(z)) = u(f)

Et l'on a bien vérifié que u(p(x)) = p(u(x)) donc u est un endomorphisme qui commute avec p.



