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Devoira la maison

1 Dénombrements

1. Une maitresse de maison a onze amis trés proches. Elle veut en inviter cinq & diner.
(a) Combien de groupes différents d’invités existe-t-il ?
(b) Combien de possibilités a-t-elle si deux d’entre eux ne peuvent venir qu’ensemble ?
(c) Combien de possibilités a-t-elle si deux d’entre eux sont en mauvais termes et ne veulent
plus se voir ?
2. Dans une classe de dix éléves, de combien de facons peut-on choisir trois éléves pour tenir les

roles de Cléante, Valére et Harpagon ?

3. Sur une feuille quadrillée, on a dessiné un rectangle de 10 carrés de long et de 6 carrés de large.
En se déplacant uniquement vers la droite ou vers le haut en suivant les lignes du quadrillage,
combien y a-t-il de chemins pour aller du coin inférieur gauche au coin supérieur droit du
rectangle ?

4. Anagrammes.

Dénombrer les anagrammes des mots suivants : MATHS, RIRE, BANANA.

5. On tire simultanément 5 cartes d’un jeu de 32 cartes. Le jeu est constitué de 8 coeurs, 8 piques,
8 tréfles et 8 carreaux de hauteurs 7, 8, 9, 10, Valet, Dame, Roi, As.

Combien de tirages différents peut-on obtenir :
(a) sans imposer de contraintes sur les cartes;
(b) contenant 5 carreaux ou 5 piques;

)

(c) contenant 2 carreaux et 3 piques;

(d) contenant au moins un roi;

e) contenant au plus un roi;
)

f) contenant exactement 2 rois et exactement 3 piques (le roi de pique peut en faire partie).

(
(
2 Variables aléatoires

Une urne contient une boule blanche et une boule noire, les boules étant indiscernables au toucher.
On y préléve une boule, chaque boule ayant la méme probabilité d’étre tirée, on note sa couleur, et on
la remet dans 'urne avec ¢ boules de la couleur de la boule tirée. On répéte cette épreuve, on réalise
ainsi une succession de n tirages (n > 2).

2.1 FEtude du cas ¢ = 0.

On effectue donc ici n tirages avec remise de la boule dans 1'urne.
On note X la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules blanches obtenues au cours des n
tirages et Y la variable aléatoire réelle définie par :

Y =k sil’on obtient une boule blanche pour la premiére fois au k*™¢ tirage.
Y =0 siles n boules tirées sont noires.

1. Déterminer la loi de X. Donner la valeur de E(X) et de V(X).

2. Pour k € {1,...,n}, déterminer la probabilité P(Y = k) de I’événement (Y = k), puis détermi-
ner P(Y =0).



3. Vérifier que :

4. Pour = # 1 et n entier naturel non nul, montrer que :

N (1—2)? '

k=1

5. En déduire E(Y).

2.2 Etude du cas ¢ # 0.

On considére les variables aléatoires (X;),,,, définies par :
V=

X; =1 sion obtient une boule blanche au i®™ tirage.
X; =0 sinon.

On définit alors, pour 2 < p < n, la variable aléatoire Z,, par :

p
Z, = ZXZ».
=1

1. Que représente la variable Z,7
2. Donner la loi de X et l'espérance E(X1) de Xj.
3. Déterminer la loi du couple (X, X35). En déduire la loi de X5 puis 'espérance E(X3).
4. Déterminer la loi de probabilité de Zs.
5. Déterminer I'univers image Z, (Q2) de Z,.
6. Soit p < n—1.
(a) Déterminer Pz —(Xp11 = 1) pour k € Z, ().
(b) En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que :
1+ cE(Zp)

P(Xp—l—l = 1) = 2+ pe

(c) En déduire que X, est une variable aléatoire de Bernoulli de paramétre 3
(On raisonnera par récurrence sur p : les variables X1, X, ...., X, étant supposées suivre

1
une loi de de Bernoulli de paramétre X et on calculera E(Z)).



