Fiche de calcul n°1

Fractions

Prérequis
Regles de calcul sur les fractions.

Calculs dans ’ensemble des rationnels

Calcul 1.1 — Simplification de fractions.

Simplifier les fractions suivantes (la lettre k désigne un entier naturel).

32 2771 x 42
A) T ) aTE AT e
40 374 x2
1 _9)2k+1 4 32k—1
B) 8% X e q EPTTxS
42 4k x 3=k+1
Calcul 1.2 — Sommes, produits, quotients, puissances.

Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.

a) % — % ...................... c) % X % XD
b) g—o,z ..................... d) —%+(—g) ...............
Calcul 1.3

Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.

a) (2x3x5x7)(%+%+%+%) ......................................................

b) 136 28 n 62 o 21
G =T 10 G Tt

) 510 x 73 — 255 x 492
“ (125 x 7)3 + 59 x 143
q) L9T8 X 197941980 x 21 + 1958

1980 x 1 979 — 1 978 x 1 979

Calcul 1.4 — Un petit calcul.

3 3 1 1
05— +2 05-L141-02

sous forme d’une fraction irréductible. ..........
5 _ 5 5 7_ 7 .7
-1ty 5 a1T3 30

Ecrire

Calcul 1.5 — Le calcul littéral a la rescousse.

En utilisant les identités remarquables et le calcul littéral, calculer les nombres suivants.

2 2 022 o L235x2400 1234
(—2022)2 + (=2 021)(2 023) 1234x2469 11235
b 2 0212 Q) 4002
) TREroomE 3 1000 x 1002 —999 x 1001 "

001A
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Calcul 1.6 — Les fractions et le calcul littéral. 00
Mettre sous la forme d’une seule fraction, qu’on écrira sous la forme la plus simple possible.
1 1
- = E N
a) SRS — pour n
3 _ b3 b 2
b) Zl_ D ((th) pour (a,b) € Z2, distincts deux & deux. ..........................
6(n+1)
c) % pour n € N"\ {1} oo
n2(n—1)2
Calcul 1.7 — Le quotient de deux sommes de Gauss. (Y
TL2
>k
k=0 : 0 _plp+1)
Simplifier —— pour tout n € N*, en utilisant la formule 1 +2+---+p = 5 e
Sk
k=0
Calcul 1.8 — Décomposition en somme d’une partie entieére et d’une partie décimale. (\]

, b
Soit k € R\ {1} et 2 € R\ {2}. Ecrire les fractions suivantes sous la forme a + ¥ aveca et b entiers et X € R.

29 k 3r—1
a) E ...... b) m C) 9 ..
Calcul 1.9 — Un produit de fractions. (]
. 1 1 2 2
Soit t € R\ {—1}. On donne A = il renp et B=(1+¢*)(1+1)%
Simplifier AB autant que possible. ...... ... .
Comparaison
Calcul 1.10 — Regles de comparaison. (4]
Comparer les fractions suivantes avec le signe « > », « < » ou « = ».
12 1 12 1
) S0 L h 2.0 o 2
5 9 11 12 25 21
Calcul 1.11 — Produit en croix. (]
21 104 34
Les nombres A = 22 3 1? et B = % sont-ils égaux? Oui ounon? ....... ... .. ...l
Calcul 1.12 — Produit en croix. (L)
100 001 1 000 001
O A=—ectB=————:atonA>B, A=BouA<B? ...........
PO 1000 001 € 10 000 001 " o
Réponses mélangées
-1 ab 12 10 1 nd+n 1
2 3 — > — = 247 1 000 —
n(n+1)2 a—ob A 11>12 2 . . n+1 5 9
1 5 3 20 1 5
16 5 362 1 125 105
4+ A>B 1 3E 2 2x3 Non 1+k—1 5% 51

» Réponses et corrigés page 85
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Fiche de calcul n°2 002A
Puissances
Prérequis
Opérations sur les puissances (produits, quotients), décompostion en facteurs
premiers, sommes d’expressions fractionnaires (méme dénominateur), identités
remarquables, factorisations et développements simples.
Calcul 2.1 (]
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme d’une puissance de 10.
10° (105 -1073)°
10°-10° .......... R, -
2) ) 102 ©) o5 1093
107° 3)=5.105
b) (10%)% ...l A p U0 107
10_3 103 I 10_5 ......
Calcul 2.2 0
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme a” avec a et n deux entiers relatifs.
25 6°
a) 3.5t c) SECIRRRERRERREEERS e) PARERREIRREERPRRES
— _ (304)7
b) (5%)7% d) (=73 (=773 f) ST 5T
Calcul 2.3 00
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme 2™ - 3P, ot n et p sont deux entiers relatifs.
23 . 32 322 + 321
Q) S e O s P
34.28.6°1 322 _ 321
2. (_9)4)\8
b) 22 4922 a) _Gi_l_EQ_LE ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
(( _3)5 . 23)
Calcul 2.4 000
Dans chaque cas, simplifier au maximum.
817676 1272154
A) s C) oo
9-3.242 252 . 18—4
) 55% - 12172 . 1252 Q 363 - 705 - 10?
975 GOS—Z . 5d e 148 982 156
Calcul 2.5 000

Dans chaque cas, simplifier au maximum I’expression en fonction du réel x.

a) r o 2 B 2 g
r—1 z+1 2

b -t d

) T +2 37—2+:c2—4 )

Réponses mélangées

m 154 2 921.3
x+1 r+1
102 108 1072 2—4.371
2
10% 8 27 1078
x—2

x? a3 222

> + = 2 T TR reeeeseens
T4 —x x’ +x x° —x

1 T+ 2 2
-+ + =
r 2 —-4 222

1015 11 5—6 238 . 326

20.5

310

» Réponses et corrigés page 88
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Fiche de calcul n°3 003A
Calcul littéral

Prérequis
Les identités remarquables.

Développer, réduire et ordonner

Dans cette section, on tachera de mener les calculs avec le minimum d’étapes. Idéalement, on écrira directement
le résultat. La variable x représente un nombre réel (ou complexe).

Calcul 3.1 (L]
Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes selon les puissances décroissantes de x.
3

1
a) (23:—5) .................... d) (x+1)2(a:—1)(x2+x+1)

. 2
b) (x—l)d(:vQ—i—x—{—l) ........... o) (x—1 (@+1)(z" +x+1) ...
) (x—|—1)2(x—1)(3:2—x+1) f) (@P+x+1)(@®—z+1).......
Calcul 3.2 (L]

Développer, réduire et ordonner les expressions polynomiales suivantes selon les puissances croissantes de x.

a) (z— 2)2(—372 +32—1)— 2z —1)(@*+2) ...

b) (22 +3)(52 = 8) — (22 = A) (B — 1) e

c) ((m—i—l)z(x—l)(xQ—w—i—l)+1)x—az6—x5+2 .......................

d) @+ 1)@ =12 =2(@ 2 +1) oo

Factoriser

Calcul 3.3 — Petite mise en jambe. 0

Factoriser les expressions polynomiales de la variable réelle x suivantes.

a) —(62+T)(6x — 1) +3602 —49 ...

b) 25 — (102 4 3)% oot

€) (62 —8)(4x —5) + 3622 — 64 L.

d) (=92 —8) (8T 4+ 8) + 6422 — 64 ...
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Calcul 3.4 — A I’aide de la forme canonique. (L]

Factoriser les polyndmes de degré deux suivants en utilisant leur forme canonique. On rappelle que la forme

b\? -4
canonique de az? + bz +cesta|(z+ — | — I (ot a # 0).
2a 4a?
a) 22 —20+1 ...l d) 322 +724+1 oo
b) 2 4+4r+4 . e) 202432 —28 ...l
¢) 2243r+2 . f) —5x?+4+6x—1..............
Calcul 3.5 — Avec plusieurs variables. 00
Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.
a) (z4+y)?—2% d) sy—z—y+1 ...l
b) z? + 6xy + 9y? — 16922 ........ e) 3+ aty+2:2 2y +axty ..
c) ayt+x+y+1 ...l f) y2(a2+b2)+16x4(7a27b2) ..
Calcul 3.6 — On passe au niveau supérieur. 000

Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

O I e e

d) (acHbd)? + (ad — D)2 .

e) (ap+bq+cr+ds)? + (ag —bp — cs + dr)? + (ar + bs — cp — dg)* + (as — br + cq — dp)? .

Réponses mélangées

1422 + 322 + 223 + 2* (a® + %) (y — 42°) (y + 42?) (x+1)(x+2)

2+ 2% -2t —2® 2 — a2 -2+ 1 (332+x+1)(x2—x+1)
3 —v233 3+ v233
2(m+ T) (x—i— +T> 2(3x — 4)(10z + 3) 1+ 2* (z—1)(z+1)(2? +1)
(a®> +b* + P +d*)(p* + ¢ +1r* +5°) (x4+y—2)(z+y+2) 4(5x + 4)(—=5r + 1)

—1 -3z — 3% + 23 et 2?41 3(14x + 3y)(—4z + ) (x+1)(y+1)

2® — 22t 2% — 2?4 22 -1 (x—1)2 (z+y)(z+1)° —6(6z +7)
3 1 1
83 — 622 + 3273 —5(x —1) (x - 5) (a® +b?) (* + d?) (x—1)(y—1) (z + 2)*
—2+ 12z — 172° + 82* — 32* ? 422 + 2% -2 — 27— 1 R —28 + 21z

—8(z* +1)(z — 4)(z +4) 3<x+ 7_7\/3_7) <x+7+T\/ﬁ> —8(x + 1)(z + 16)

» Réponses et corrigés page 89
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Fiche de calcul n°4 004A

Racines carrées

Prérequis
Racines carrées. Méthode de la quantité conjuguée.

Premiers calculs

Calcul 4.1 — Définition de la racine carrée. (U]

Simplifier les expressions suivantes en simplifiant les symboles /- qui peuvent I’étre (et en prenant & ne pas se
tromper sur les signes).

a) V(=5)2 d) \JE2=VT)2 .
b) V(VB=1)2 .. ) VB=m2
) V(VB=2)2 ... ) VB—a)? .
Calcul 4.2 — Transformation d’écriture. 00

Ecrire aussi simplement que possible les expressions suivantes.

Avec la méthode de la quantité conjuguée

Calcul 4.3 00
Ecrire les expressions suivantes sans racines carrées au dénominateur.
23 1
Q) e €) e
2+ V2 V23
b) v2-1 0 V2+V3
ol e T 7 - SRARRIEELEELEEERELE
0 V2+V3+46 2 5+2V6  5-2V6
—\/5 iy - SRR ArAYATA
d) Vh— V2 h) ( ﬂ) i
;30 - SR RREL LR ELEERRELE 1) e
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Calcul 4.4 0000
Exprimer la quantité suivante sans racine carrée au dénominateur.
1
LB B T
Calculs variés
Calcul 4.5 — Avec une variable. 00
On consideére la fonction f qui & z > 1 associe f(z) = v — 1.
Pour tout x > 1, calculer et simplifier les expressions suivantes.
1 f'(x)
a) fle)+—— ..o d) S
A6 (@)
f(x+2)—f(a:) "
b) ——————— e) flz)+4f"(z) ..o
N PR E
o @)
&) NVEIA2F(@) e ) Fra)
Calcul 4.6 — Mettre au carré. (L]
Elever les quantités suivantes au carré pour en donner une expression simplifiée.
a) V3+VE—\3—VE b) V320213422 o
Calcul 4.7 — Méli-mélo. o000
Donner une écriture simplifiée des réels suivants.
a) 3-v6 d) 3e 23
2+V5
34+V5
b) AV/342V2 e) 2 2‘/_ ........................
2+1
c) 24VE f) -ln V2HL
2-V2 V2-1
Calcul 4.8 0000

/ 12 / 12
On note A = i/?)—i— 9+2—75—§/—3+ 9+2—75. Simplifier A

On commencera par exprimer A% en fonction de A. ........ ... i

Réponses mélangées

VT Az —1)2 —(VZ+3) 9—1—??\/5 o0 BHV2HVBAVE

2
V2 1+VE V2 7= 3—a]  50-25v3  14+Vz -1
V3—1 3442 14+V2 2—\/_—\/5—&-%\/6 5 %wil

_we=2) e
CENNCES V3 V15410 — V6 — 2 1 2V/2 9+ 45

m(1++v2)  1+v3  —V3+2 7-3 12 V71-2  3-2/2

2426
1+V2 —1145V5 -2 -1 10 # 1-v10+ V15

» Réponses et corrigés page 91
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Fiche de calcul n°5

Expressions algébriques

Prérequis
Identités remarquables.

Equations polynomiales

Calcul 5.1 — Cubique.

Soit @ un nombre réel tel que a® — a? +1 = 0.

005A

Exprimer les quantités suivantes sous la forme za? + ya + z ol x,y, z sont trois nombres rationnels.

a) (a+2)% ....... c) a? ...
1 1

b) a®—a® ... ... d) —+—5 ot
a a

Calcul 5.2 — Introduction aux nombres complexes.

Soit i un nombre tel que iZ = —1.

Exprimer les quantités suivantes sous la forme x + iy ou z, y sont deux réels.

a) (3412 o, c) (3—1)3 ...,

b) 3—i)% ... d) 3-2i)* ........

Calcul 5.3

Méme exercice.

a) (4—5)(6+3i) .......

b) (2+3i)*(2—-3i)° .....

Calcul 5.4 — Puissance cinquieme.

Soit @ un nombre distinct de 1 tel que a® = 1. Calculer les nombres suivants :
a) a’ —3a +4a® —a®>+3a—-1

a412d

b) a1234 X a2341 X CL3412 X

1234

c) Hak

k=0

e) Z A
k=1
f) H (2—ah)

10
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Expressions symétriques

Calcul 5.5 — Inverse. (L]
1 .

Soit « un réel non nul. On pose a = z — —. Exprimer les quantités suivantes en fonction de a uniquement.
x

1 1 1
2 3 4
a) x+ﬁ b) e SRS c) $+w—4....
Calcul 5.6 — Trois variables. o000

Soient x,y, z trois nombres deux a deux distincts. On pose
a=x+Yy+z, b=axy+yz+ z2x et c = TYz.

Exprimer les quantités suivantes en fonction de a, b, ¢ uniquement.

A) (THY Y+ 2)(ZFT) e

@) Pz +ytrr F22IY

£) a4y 2

Calcul 5.7 0000

Méme exercice.

a) Y+ 2)+ 3 +a)+ 3@ dy)

c) Y z
z—p)z—2  W—2)y—-z) (z—az)z—y) =~~~
d z? y? 22
) T Ty Sl e T S s e R
x3 y3 23
e) (x—y)x—z)+(y—z)y—x) Gonaoy T
—4+ 4315 a' +4a® +2 ab—c -1 —9 — 461 a® +3a 70 +12a 4+ 7

39 — 18i 18 — 26i 8 — 6i a* — 4a%b + dac + 2b* a®+2 3 1
8 + 6i ac 1 0 31 a a® -1 1 2197 a’b — ac — 2b°

—a?+1 —2ac + b? ab — 3¢ 0 a? — 2b 40> —a—3 1 a® — 3ab+ 3¢

» Réponses et corrigés page 93
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Fiche de calcul n°6 0005bis

Equations du second degré

Prérequis
Relations entre coefficients et racines.

Dans cette fiche :

e tous les trindmes considérés sont réels;
e on ne s’'intéresse qu’a leurs éventuelles racines réelles ;
e tous les parameétres sont choisis de telle sorte que 1’équation considérée soit bien de degré 2.

Les formules donnant explicitement les racines d’une équation du second degré en fonction du discriminant ne
servent nulle part dans cette fiche d’exercices !

Recherche de racines

Calcul 6.1 — Des racines vraiment évidentes. (L]

Résoudre mentalement les équations suivantes. Les racines évidentes sont d chercher parmi 0,1, —1,2,—2 ainsi
éventuellement que 3 et —3.

a) 2262 +9=0 ..o, f) 202 4+32=0...ccoiiii

b) 922 +62+1=0 ..., g) 20243 =0 .ottt

¢) 22 4+4r—12=0 ..., h) 22440 —-5=0 .....0cooiiii...

d) 22 =50+6=0 ..., i) 302 1z +8=0...c.ooovvinn..

e) 22 —5r=0 ..ot j) 52?4242 4+19=0 ...,

Calcul 6.2 — Somme et produit. o0
Résoudre mentalement les équations suivantes.

a) 22 —1324+42=0 ................. d) 22 -8r—33=0 .........ccei...

b) 22 4+8r+15=0 ........cociin... e) 22 —(a+b)xr+ab=0 ............

c) P+ 18z +TT=0 ..., f) 22 —2ax+a>—b*=0............

Calcul 6.3 — L’une grace a ’autre. (]

Calculer la seconde racine des équations suivantes.

a) 322 — 142 +8 =0 sachant que z =4 est racine ........................ ..

b) 72?4232 +6 =0 sachant que & = —3 St TACINE ... .. .\'uuuteetiiieeeens.

c) ma?+(2m+1)ax+2=0 sachant que z = —2 est racine ..............................

d) (m+3)2% — (m?+5m)z+2m? =0 sachant que x = m est racine .....................

12 Fiche n° 6. Equations du second degré



Calcul 6.4 — Racine évidente. 00

Trouver une racine des équations suivantes et calculer 'autre en utilisant les relations entre les coefficients du
trindme et ses racines.

Seuls les deux derniers calculs ne se font pas de téte.

a) (=) +(c—a) T4 (A —=D) =0 oottt
b) alb—c)z?tblc—a)r+e(a—b) =0 .o
¢) (@+a)(@+b)=(m4a)(M+Db) o
d) b—c)z* +(c—a)mo+(a—b)m> =0 ..o
o Tl
U

Recherche d’équations

Calcul 6.5 — A la recherche de I’équation. 00

En utilisant la somme et le produit des racines d’une équation du second degré, former 1’équation du second
degré admettant comme racines les nombres suivants.

D) 11 et 1T

€) 24V3 et 2= VB

d) m+vVm2—3 et m—Vm2—3
2m —5
e) m+3 et .
2
1 -2
f) mrl ot
m m
Calcul 6.6 — Avec le discriminant. 00

Déterminer la valeur a donner & m pour que les équations suivantes admettent une racine double, et préciser la
valeur de la racine dans ce cas.

a) 22— (2m 43T +mE =0
b)) (m4+2)2% —2(m — 1) +4=0 .00ttt
c) (m+3)22+2Bm+Dz+ (m+3) =0 .o

Fiche n° 6. Equations du second degré 13



Factorisations et signe

Calcul 6.7 — Factorisation a vue. 00

Déterminer de téte les valeurs des parametres a et b pour que les égalités suivantes soient vraies pour tout x.

a) 202 FTx4+6=(24+2)(AT +D) oo

b) —da® 4 4r — 1= (20 — 1)(@m +D) oo

c) =327+ 14x —15= (2 —=3)(az +b) . o

1 11
d) 53:2 +oa- 0= (2 =5)(Am +D) oo

e) 224 2VTr =21 = (x = V)@ +D) .o

Calcul 6.8 — Signe d’un trinéme. (]

Déterminer ’ensemble des valeurs de x pour lesquelles les expressions suivantes sont positives ou nulles.

a) 22— (V24 1)z +V2

b)) —2% 20 15

C) (T4 1)(Br — ) ot

Réponses mélangées

2/3 m donc ab/m m donc —(m + a +b) a=-3ctb=5 -7,—-11
22— 220+ 117=0 | — o0, —1]U[2/3, +o0] 0, donc 5 m=letz=—-loum=—-letzx=1
[—3,5] m donc m(a — b)/(b—c) a=1/2etb=38 -3,11 1 donc ¢(a — b)/(a(b — ¢))
a,b ] — 00, 1] U [V/2, +o0] —1/m a+ b puis 2ab/(a + b). 1 donc —5
6,7 1 donc (a —b)/(b— c) | —oc,—1/2[U [4, +o0] 2m/(m + 3)

—2/7 a=1etb=3V7 m?z? + (m —2m?)z + (m? —m —2) =0
a=—-2etb=1 2,3 a—bya+b 3,3 a=2etb=3 1 donc 8/3
%) m=-3/4et x=3/4 -3,-5 272 — (4m + D)z + (2m* +m —15) =0

—1 donc —19/5 2 —4x+1=0 —1/3,-1/3 2 —2mx +3=0

0, donc —3/2 22 — 62 —187=0 2,—6 m=—-letx=-2,oum="T7Tetz=2/3

» Réponses et corrigés page 96
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