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Devoir a la maison

Intégrales de Wallis

Pour tout entier naturel n, on considére 'intégrale :

%
I, = /cos”t dt.
0

1. Calculer Iy, Iy et I.

cos(2t)+1
2

Iy = pour calculer :

E]
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, It = [cost dt = [sint]¢ = 1, on linéarise ensuite cos® t =
0
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I — cos(2t) + 1 dt
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sin(2t) 112
I = ~t
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2. Prouver que l'on a pour tout n :

n 4+ 1[
n+2""

Indication : on pourra intégrer par parties, avec cos™ t = cost cos” ! .

In+2 -
Suivant 'indication, on obtient :

3
I,y o = [sintcos™™! t]O% - /sint(f sint)(n 4+ 1) cos™ ¢t dt
0
z
Inio=(n+ 1)/511&2 tcos™t dt
0

Inio=(n+1) [ (1—cos*t)cos™t dt

O\wm

Lo = (n + 1)(In —Iny2)
n+2)qe = (n+1)I,
3. A l'aide des deux questions précédentes, prouver que ’on a pour tout n :

(n+ Vg1 I, = g

D’aprés les valeurs de Iy et 1, on vérifie immédiatement que la propriété est vraie pour n = 0.

Prouvons alors que si c’est vrai au rang n, c’est vrai au rang n+-1. On suppose donc que (n+1)I, 111, = 7,
or on sait d’aprés la question précédente que I, 12 = Z—EIR, ie. I, = Z—ﬁln”' On obtient donc :
n+2 us
n+ DI, 1 ——1Ii0=—
( +)n+1n+1n+2 2
T

(n + 2)In+21n+1 = 5

Ainsi, la propriété est héréditaire et vraie pour n = 0, donc elle est vraie pour tout n € N.



4. Prouver également que 'on a pour tout n e N: I,y < I, et

n -+ 1 InJrl

<1.
n+2 I,

Soit n € N. Pour tout ¢ € [0, 5], ona 0 < cost < 1. On en déduit, doncsin € N, que 0 < cos" Tt < cos™ t.
Par croissance et positivité de I'intégrale entre 0 et 3, on en déduit 0 < I,,11 < I,,. L’inégalité de droite
est donc prouvée, on peut en effet diviser I'inégalité par I,, puisque I,, > 0 par positivité de 'intégrale.

On a alors aussi que I,42 < I,41 pour les mémes raisons. Grace a la question 2), on en déduit :

n+1 . 3 .. S . .
I, < I,,4+1, et il ne reste plus qu’a diviser les deux membres de cette derniére inégalité pour obtenir

n—+2
n+1 Lny1
que £} < L.

5. Montrer que 1'on a pour tout n € N :

(n+1)m

™
AL NIz, <=
(n +2)2 St Dl < g

et en déduire la limite de v/nl, quand n — ~+oo.
Pour obtenir I'inégalité, on multiplie simplement les trois membres de I'inégalité de la question précedente
par %, ce qui revient au méme d’aprés la question d’avant que de multiplier par (n + 1)1, y11,, et c’est
donc par cela qu’on multiplie le membre du milieu.
Elle est vraie pour tout entier, donc si n € N*, elle est aussi vraie au rang n — 1 et porte sur des nombres
positifs d’ou :

nm

(n+1)2

/ [ n+1
< I, <
n—|—1 _\/_

On en déduit aisément, par encadrement, que v/nl,, — \/g .
n—oo

< I

| /\

T
2’

6. Montrer que pour tout z €]—1, 400|, In(14z) < z. On souhaite donc prouver que pour tout « €]—1, +o0|,
0 <z —In(1 + z). Etudions donc sur | — 1, 4o00[ la fonction f définie par :

Vo €] — 1,400, f(z) =2z —In(1 + x).
Cette fonction est dérivable sur son ensemble de définition, avec :

1_—90

Vo €] — 1,400, f'(x) =1— T2 - 1ta

Ainsi, la dérivée est négative sur | — 1,0[ et positive sur |0, +oo], on en déduit que f atteint son minimum
pour x = 0, et on constate que ce minimum est nul. Donc 'inégalité que ’on souhaitait vérifier est bien
prouvée.

Prouver alors que I'on a pour tout n € N* :
u n
Yu € [—n, +oo], (1 + —) <e".
n

Si u €] —n,+oo|, = € — 1,+00[, et d’aprés I'inégalité précédente appliquée & z = =+, on a :

Yu €] —n,+oo[, In (1+ E) < E,
n n

Yu €] — n, 400, nln (1+ %) < u.

La fonction exponentielle étant croissante, il ne reste plus qu’a écrire que ’exponentielle du premier est
inférieure ou égale a celle du deuxiéme nombre de notre inégalité pour conclure si v > —n. Si u = —n,
I’inégalité est encore vraie, elle signifie qu’une exponentielle est positive.

7. Montrer que 'on a pour tout n € N* :

vt € [0,/n], <1ﬁ>n <e

n



Sit € 0,y/n], on a —t* € [-n,0] donc on peut appliquer I'inégalité précédente & u = —t2 :

2 n
(1 — t—) < e_tQ.
n

On peut aussi appliquer I'inégalité précédente & u = t2 :

On en déduit par décroissance de I'inverse sur R :

ot < 1
S+
. On note dorénavant :
Vn " vn Vn
t2 2 1
" (1+2)
0 0 0

Grace aux changements de variables t = y/nsinu et t = y/n tan u respectivement, exprimer .J,, et majorer
L,, aTaide des termes de la suite (I, )nen--

Pour que le premier changement de variable convienne, on peut intégrer pour u variant de 0 & 3 de sorte
que t = y/nsinu varie de 0 & y/n. Puisque t = y/nsinu, on a dt = /ncosu du :

jus

.2 "
Jn/<1nsm u> Vncosu du,
n

0

cos®™ uy/n cosu du,

Jn =

O\mla

sy
2
In = \/ﬁ/cos%'|r1 u du.
0

On a donc J,, = v/nls, 11, et le deuxiéme changement de variable proposé, t = v/n tanu, convient si ’'on

intégre entre u = 0 et u = Arctan (1) = § avec dt = y/n—5%— du donc :

%
1 1
L, = d
" 0/(1+L7;121L)"\/ﬁcoszu u,

=
1 1

L, = \/ﬁ/ - — 7 5 du,

(cos u4-sin u) COS“ U

0

cos? u

4
L, = \/ﬁ/(cos?u)n L
0

cos? u

jus

4
L, = \/ﬁ/cos%*2 u du.
0

On en déduit L, < v/nls,_o.

w



9. Déterminer la limite de la suite (K, ),en quand n tend vers +oo. La croissance de U'intégrale, combinée
avec I'inégalité prouvée a la question 7), nous assure que J, < K,, < L,,.
Enfin, on a :

JIn = Vnlopi1 = \/MLTV 2n 4+ 1lop41 et Ly < V/nlyp_o = \/%v 2n — 25, o,

Ju = Vil = /3 Tjr VI F Lo et Ly < Voo = /5 o 5V =2l s,
n n —

On en déduit aisément que la limite commune de J, et L, quand n tend vers +oo est
1 /m T
\/;\/; = \/7_, c’est donc aussi la limite de K,, par encadrement.

Equations différentielles

1. Décrire I'ensemble des solutions y € C!(R,R) de 'équation différentielle :
y'(t) +y(t)sint = 2sint
On remarque tout d’abord qu’une solution particuliére de ’équation est donnée par la fonction constante

Yp = 2.
Etudions alors ’quation homogéne associée :

(En) y'(t) + y(t)sint =0

Une primitive de a(t) = sint est A(t) = — cost donc I'ensemble des solutions réelles de E}, est {y : t +— Ce®s! | C €1

Ainsi, 'ensemble des solutions de 1’équation avec second membre est :
S={y:t—Ce>"+2|CeR}.
2. On s’intéresse dans cette question aux solutions réelles de 1’équation :
(E) y"(t) —3y'(t) +2y(t) = €' + cost
2

(a) L’équation homogene associée est (Ep) y”(t) — 3y’ (t) +2y(t) = 0, d’équation caractéristique (C) r* —
3r+2 = 0. Les racines de ’équation caractéristique sont » = 1 et » = 2, donc ’ensemble des solutions
de (Ep) est {y:t — Ae' + Be? | (A, B) € R?}.

(b) Déterminer une solution particuliére y; : R — R de la premiére équation, et y2 : R — R de la

deuxiéme :
Y1 (t) = 3y1(t) + 2y (1) = ¢’ (1)
Y2 (t) = 3y5(t) + 2ya(t) = cost (2)

Pour y;, comme e* = e! et que 1 est racine simple de (C), on cherche y; sous la forme ¥ (t) = ate?,
ol a € R. On calcule alors ¢} (t) = ae +ate’, yi (t) = 2ae’ +ate’ donc yy (t) — 3y (t)+2y1 (t) = —ael.
11 suffit de choisir @ = —1, et y1(t) = —tet convient.

Pour ys, on cherche une solution complexe yac de 'équation yhe(t) — 3yse(t) + 2yac(t) = €. Puisque
i n'est pas racine de (C), on cherche sous la forme yoc = Ae'* ott A € C. Un calcul simple donne

. 1 1 )
alors yh(t) — 3ybe(t) + 2y2c(t) = (1 — 3i)Ae™. On choisit A = T ILO?’Z
-3
1—1—32'6”) cost — 3sint

y2(t) = Re (yac(t)) = Re ( 10 =—30 convient.

(¢) D’apres le principe de superposition, une solution particuliére de (E) est :

. Alors la fonction

cost — 3sint ¢
yp(t) = — 10 te

On déduit alors de I’étude précédente 'ensemble des solutions de (E) :

t — 3sint
S:{y:tHu—tet+Aet+Bth|(A,B)€R2}

10
Pour préciser la solution y vérifiant y(0) = y/(0) = 0, on calcule y(0) = 15 + A+ B et y/(0) = — 3 —
= L
1+ A+2B. Les constantes A et B sont alors solutions du systéme d’équations { ::QBB T
- 10
7 3
on trouve enfin B = 5 et A= —5



