Devoir 2025
PCSI DS n°5

Corrigé du devoir surveillé

Exercice 1. Echauffement

Onnotew:\/Q—\/i—i\/Z%—\/i.

1. Calculer w?, ainsi que son module et un argument.

w? = <\/2—¢§—¢\/2+\/§>2
w2:2—\/§—(2+\/§)—2¢\/2+\/§\/2—x/§

w? = —2v2 — 22’\/(2 +v2)(2 -V2)
w? = —2v2 —2iV2

w? est de module 4 et —?ﬂf en est un argument.

2. Déterminer alors la forme trigonométrique de w.
. . _43T _437T L1 _ 437
Les deux racines carrées du nombre w? sont 2e*s et —2e *s . On en déduit que w = 28

puisque sa partie réelle est positive.

3. Calculer w®.

WS = 988
® = 256"
w® = —256

Exercice 2. Sommes géométriques
Soit # € R\ 27Z, on note pour n € N* :
Z ™ R, = Zcos (k0), I, = Zsin(k:@).
k=0

Calculer S,, puis en déduire une expression simple de R,, et I,,. Puisque 6 ¢ 277, on a e # 1 et on
peut appliquer la formule des sommes géométriques :
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—2isin (_(n21)0>
—2isin (§)

= | cos [ — isin [ — _ 7
2 2 sin (Q)
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<n0> sin ((n21)9> N <n6> sin <(nj;1)9)
Sp=cos|— | ——5v = tisin| - | ——5=
2) s (9) 2) s (9)

On remarque que S, = R,,+1il,, et 'on obtient donc par identification de la partie réelle et imaginaire :

R, = cos <%9> %; I, = sin <7129> @.

sin () 2) (9

;b
2

S, = ¢

Exercice 3. Cosinus et Sinus de %

s ;T
On note z1 = €'s et 29 = e'4.

1. Mettre z; et z9 sous forme algébrique. z; = 1+;'\/§ et z9 = M

2. Calculer z;z5 sous forme algébrique et sous forme exponentielle.

_ 1+iV3V2-iV2
2122 = 5 5 )
V2 + V6 +i(vV6 - V2)

2129 = 1 .

3. En déduire les valeurs du cosinus et du sinus de %

On a donc cos (%) = % et sin (%) = @.

Exercice 4. Fquations dans C
1. Déterminer ’ensemble des nombres z € C tels que :
|z +i] = |z — 1]
On a en puisqu’un module est toujours positif :
|z —i| = |z 4+i] <= |z—i]*>=|z+i]
lz—i =241 <= (z—19)(Z+1i) =(z+1)(Z —1)
|z —i| =241 <= 2z2+iz—iz+1=2z2—iz+iz+1
|z —i|=|z4+1i] < 2i(z—2)=0
|z —i|=|z241i <= 2—2=0

|z —i]l=]z+1i < z€R

L’ensemble de nombre cherché ici est donc R.



2. Déterminer les racines carrées de —3 + 4.
On cherche (a,b) € R? tels que (a + ib)? = —3 + 44, c’est & dire vérifiant :

(1) a®—b*=-3
{ 2)  2ab =4

Avec la condition que |a + ib|> = V32 + 42 ie. (3)a® + > = 5, on obtient en ajoutant ou
soustrayant (1) et (3) : a®> = 1 et b® = 4. Puisque a et b sont de méme signe d’aprés (3), on a
donc : 1+ 24 et —1 — 2¢ sont les deux racines carrées de —3 + 44.
Résolvons maintenant :

2> —3243—i=0.

On calcule le discriminant A = —3 + 44 dont une racine carrée est 6 = 1 + 2¢. Ainsi, les deux
solutions de I’équation sont :
3+ (14 24)

3—(142:¢
:7( + Z):l—iet22:7:2+i-

“1 2 2

3. Rappeler la définition des racines n-iémes de l'unité pour n € N* et la description de leur
ensemble vue en cours :

Up={-lkel-]}

4. Préciser I’ensemble des solutions de I’équation 26 = 1 d’inconnue z € C et les représenter dans
le plan. Cet ensemble est :

Us = {5 | ke [0,5]}

o 0 im i2m o ddm iSm
TUG—{e ,e3.,e 3 e ,63,63}

Et voici leurs formes algébriques dans le méme ordre :

Vi 1. V3 1 3
5 Tl T

L V3
- . Vo 1 A
UG { 72+2 9’ D) ? 2

}

1
2
5. Dans cette quatriéme partie de I’exercice, on étudie les solutions z € C de I’équation :

(E)2'+24+22424+1=0.
(a) Décrire sous forme polaire l'ensemble des solutions de cette équation, en justifiant avec
précision.
2 —1

z —

Pour tout z # 1, 244234+ 224+ 2+1 =

donc les solutions de I’équation sont exactement

4im 61 8im

les racines 5-iémes de I'unité a I'exception de 1. Il s’agit de e%, es,es etes .
(b) Résoudre dans C I’équation d’inconnue Z :
(ENZ?+Z—-1=0.
_1_\/5

On calcule le discriminant A = 5, I'équation a donc deux solutions Z; = =52 et Z3 =
—14+v5
2

1
(c) SizeC* Z=z+ — est solution de (E’) équivaut a :
z
1\? 1
z+—-| +2+-—-1=0
z z
, 1 1
z —|——2+2+Z+_—1:O
z z

3



9 1 1
Z+z+1l+-+5=0
z oz

A4 B 4+24241
22 -

0

Ceci est bien équivalent, si z € C*, & z solution de (FE).

Décrire sous forme algébrique 1’ensemble des solutions de (E) et préciser la forme polaire de
chacune de ces solutions.

D’apres la question précédente, puisque 0 n’est pas solution de (E), les solutions de (F) sont
les z € C* tels que :

1 -1 - 1 -1
z—i——zi\/gouz—i-—:L\/5
z 2 z 2
5 1—+/5
<:>,22—|— +2\/—z+1200uz2+T\/—z+1:O

V5 -5 —/5 -5
2

et Ay = ———— qui sont strictement

On calcule les deux discriminants A; = 5

négatifs. On en déduit les 4 solutions des deux équations :

4 2 4 2
1-v5 /\/52+5 1-V5 /\/52+5
+1 ouz=— —1
4 2 4 2

On reconnait alors simplement & ’aide du signe de la partie réelle et imaginaire :

I E T Vi R TtV BN s

ouz—=—

SR G BN Vi O S TV BN Vi
- 4 2 ’ - 4 2
we 1-vB B L 1oy e

es = — “+1 , €65 = — —1 .

4 2 4 2



