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Exercice 1. Exercices basiques

1. Montrer que toute fonction f : R → R est la somme d’une fonction paire et d’une
fonction impaire.

2. Soit E un ensemble, et A,B deux sous-ensembles de E. On appelle différence symétrique

de A et B, notée A∆B, le sous-ensemble de E :

A∆B = {x ∈ A ∪ B; x /∈ A ∩B}.

Montrer que A∆B = (A ∩ B) ∪ (B ∩A) (A désigne le complémentaire de A dans E).

3. Soit I un intervalle de R et f une fonction définie sur I à valeurs réelles. Ecrire avec des
quantificateurs les assertions suivantes :

(a) f est la fonction nulle.

(b) f s’annule.

(c) f est à valeurs positives.

(d) f est constante.

(e) f est strictement croissante sur I.

Exercice 2. Récurrences

1. On considère la suite (un)n≥1définie par u1 =
1

2
et un+1 =

1

2

(

1 +
1

n

)

un.

Démontrer par récurrence que un ≤ 2

n
pour tout n ≥ 3.

2. Démontrer que pour tout entier n ≥ 0, (1 +
√
2)n est de la forme an + bn

√
2, où an et bn

sont des nombres entiers naturels.

Exercice 3. Injections, surjections, bijections

1. On note IdE : E → E l’application telle que ∀x ∈ E, IdE(x) = x. Soit f : E → E telle
que f ◦ f ◦ f = IdE. Montrer que f est bijective.

2. A quelle condition sur les sous-ensembles A et B d’un ensemble E donné l’application :

φ : P(E) → P(A)×P(B) définie pour toute partie X de E par φ(X) = (A∩X,B ∩X)
est-elle injective ? surjective ?
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