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Exercice 1. Diverses propriétés des fonctions continues

Dans tout cet exercice, on considére f : R — R une fonction continue.

1. Parmi les différentes affirmations ci-dessous, prouver celles qui sont vraies ou donner un contre-exemple
lorsqu’elles sont fausses.

(a)

Si lim f(z)=—-oc0et lim f(x)= —o0, alors f admet un maximum sur R.
T—r—00 T—+00

Cette proposition est vraie : considérons le nombre f(0), on a m € R tel que x < m = f(z) < f(0)
puisque la limite de f en —oco est —oo, et M € R tel que x > M = f(z) < f(0) puisque la limite de
f en 400 est —oo.

Sur lintervalle [m, M], la fonction f est continue, donc elle est bornée et atteint ses bornes. Elle
admet en particulier un maximum f(z¢) atteint en x¢ € [m, M]. Ce maximum est un maximum sur
R puisque si x ¢ [m, M], on a f(z) < f(0) < f(zo).

Si f est strictement croissante sur R, alors f n’est pas bornée : cette proposition est fausse comme le
montre la fonction Arctan qui est strictement croissante sur R & valeurs dans }fg; 5 [

Si f est périodique, alors f admet un maximum sur R : cette proposition est vraie car, si l’on note
T > 0 une période de la fonction, il suffit de considérer la fonction f sur lintervalle [0, 7] ou elle
est continue. f admet donc sur cet intervalle un maximum, qui est alors un maximum sur R par

périodicité.

Exercice 2. Suites définies par récurrence

On considére dans cet exercice les suites définies par :

Uug € ]Rj_
1
Vn € N, un+1=u—n+—
2 U,
On notera g : R* — R la fonction telle que :
z 1
Vz € R* =—+—.
z€R" g(a) =5+~

1. Justifier que les suites du type décrit précédemment sont bien définies.

Par la fonction g, on constate que R* est stable. En effet, si x € R*, on a l'alternative x < 0 et alors

g(x

) <0 oux >0 et alors g(z) > 0 donc dans les deux cas, on a bien g(z) € R*.

Puisque R* est stable par g, les suites récurrentes de cet exercice sont bien définies.

2. Etudier les variations de la fonction g sur RY.

g est dérivable sur R} et I'on asiz € RY :

1 1 )
2 2 222

Ainsi, sur ]0, \/5], g est décroissante tandis que g est croissante sur [\/5, +oo[.



(2) 1 = 2—22
r)—x=—— ==
g Tz 2 2x
et 'on en déduit le tableau de signe suivant :
x 0 V2 +00
g(x) — + 0 _
x

. Si ug € [V/2, +o0[, prouver que la suite (u,,) est décroissante et minorée.

On commence par remarquer que [\/5, +oo] est un intervalle stable par la fonction g : soit « € [\/5, +o0],
on a par croissance de g sur cet intervalle g(v/2) < g(x) i.e. v2 < g(x) donc g(x) € [V/2, +oo|. Puisque
I'intervalle [\/5, +0o] est stable, la suite (u,,) est minorée par V2 siug > V2.

On déduit alors du tableau de signe précédent que pour tout n € N, g(u,) < 0, c’est a dire g(u,) —u, <0
i.e. upt1 < uy. La suite est donc décroissante.

. Siug > \/5, prouver que u, — V2.

n—oo

D’aprés la question précédente, d’aprés le théoréme de la limite monotone, u,, — [ € [v/2, +00[. Comme
n—oo

g est continue, on a g(I) = I, c’est a dire g(I) — I = 0 ce qui n’est possible que pour [ = /2.
. Que pouvez-vous dire si ug €]0, v/2[?

On remarque grice aux variations de f que si ug €]0, /2], alors u; = g(ug) € [V/2, +0o[. Ainsi, la suite

(u,) est & termes dans [v/2, +oo[ et décroissante & partir du rang 1. On a donc encore u, — /2.
n—oo

. Que pouvez-vous dire si ug € R* 7 On a un comportement symétrique au cas ot ug > 0 dans la mesure
ofl f est impaire : si up €] — 0o, —v/2], la suite est croissante et converge vers —v/2; si ug €] — v/2,0],
alors u; €] — 0o, —v/2] et l'on a encore u,, — /2.

n—-+o0o



