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Exercice 1. Cours

1. Calcul du terme général
Exprimer en fonction de n € N le terme d’indice n des deux suites suivantes définies par récurrence :
(a) La suite u vérifiant ug = —1 et pour tout n € N : uy41 = 3u, + 4.
On résout | = 31 + 4 et on trouve [ = —2.

On sait que v, = u,, — (—2) est le terme général d’une suite géométrique de raison 3 d’ou :
Up + 2 = 3”(11{) + 2)
Uy, = 3" — 2

(b) La suite v vérifiant vo = 2, v1 = 5 et pour tout n € N : v,,19 = 5vp,41 — 6v,,
Le polyndéme caractéristique est :
P(z) =2® —52+6
Ce trindéme a deux racines qui sont 1 = 2 et x9 = 3.
Ainsi, on a deux réels A et B tels que :

vn €N, v, = A2" + B3"
On obtient le systéme d’équations suivant connaissant vy et vy :

A+B = 2
2A+3B =5

On trouve A =1 et B =1 donc :
VneN, v, =2"+3"

2. Définition des limites
Soit f : D — R. Que signifie :
(a) lim f(z) = 3
Ve>0,3n >0,V e D, |x—2|<n=|f(zx)— 3] <e.
(b) lim f(z)=2

T—r+00

Ve>0,IM e R, Va e D, M <z = |f(z) — 2| <e
(¢) lim f(z)=+4o0

Tr——00

VM eR,Im e R, Vz € D, z <m = M < f(x).
Exercice 2. Approximation du nombre d’or.

On appelle nombre d’or et on note ¢ la solution positive réelle de ’équation d’inconnue réelle x :
22—z —-1=0.

En particulier, on a ¢ = /1 + ¢.
1. Justifier, sans calculatrice, que 1 < ¢ < 2.
La fonction h : 2 + 22 — 2 — 1 est strictement décroissante sur ]foo, %] et strictement croissante sur

[3,+oo[. Puisque 2(0) = —1, (1) = —1 et h(2) = 1, elle ne s’annule qu’une seule fois dans R, en un
point de lintervalle ]1, 2].

On consideére la suite (u,,) définie sur N* par :

ulz\/I, u2:\/1+\/i U3:\/1+\/1+\/I



et ainsi de suite,

un\/1+\/~-~+\/1+ﬁ
avec n radicaux.

On a donc pour tout entier n supérieur ou égal & 1, up4+1 = 1+ uy.
2. Représenter la fonction f : z +— /1 + x sur Uintervalle [—1, 2] et les premiers termes de la suite a l'aide
de la courbe de cette fonction. (Une échelle de 5cm pour une unité serait idéale)

2 1+

3. Montrer que, pour tout n > 1,
1 <wu, <o.

On vérifie simplement que [1, @] est stable par f : soit « € [1, ¢], on a par croissance de f :
(1) < f(z) < f(9)

V2 < flz) <o
donc on a bien f(z) € [1, ¢].
L’intervalle étant stable, tous les termes de la suite sont dans celui-ci.

4. Montrer que la suite (u,) est croissante.

Soit n € N*. On veut prouver que u,4+1 > Uy, i.€. /1 + uy > u,. Puisque les deux nombres sont positifs,
cela revient & prouver que :
14+ u, > u%,

OZu%—un—l,
0 > h(up).

Ceci est vrai car la croissance de h sur l'intervalle [1, ¢] et le fait que w,, € [1, ¢] nous garantit que :



5. Démontrer que (u,) converge vers ¢.

Indication : on pourra utiliser le fait que si w,, — [ € R, on a aussi up,y1 —> .
n—-+oo n—-+oo

(uy) converge vers [ € R car c¢’est une suite croissante et majorée d’aprés les deux questions précédentes.

Par passage des inégalités larges a la limite, on a 1 <[ < ¢.

On a aussi up+1 —> [, or upy1 = 1+ u, —> 141 Par unicité de la limite, on en déduit que
n—oo n—oo

Il =+v1+1. ¢ est le seul nombre positif qui vérifie ceci donc u,, — ¢

n—oo

6. Montrer que, pour tout entier n > 1,

[unt1 — @ < 5 |un Al

On calcule pour n € N :

ftnir — &) = VT Fun — /146
(VI+un—vV1+0) (VI+un+V1I+0)
Unt1 — @] =
e — 0] = | 2
(VI+u,+VI+9)
fnss o < (222,
7. En déduire que, pour tout n > 1, 1
n — 6] < 5o

On prouve enfin ceci par récurrence. Pour n = 1, ceci découle du fait que u;1 =1 et ¢ € [1,2].
Supposons maintenant que c’est vrai pour n € N*. On déduit de la question précédente :

1 1 1

1
|un+1 - ¢| S §|un ¢| ~ 22n = 2_n

La propriété est héréditaire donc vraie pour tout n € N*.
Exercice 3. NON BIS Limites

1. Limites avec la partie entiére
Etudier les limites a droite en 0 des fonctions suivantes :

f:xH{%J,g:x»—)x{%J

On rappelle que siy € R, on a |y] <y < |y] + 1 d’ot Pon déduit :
y—1<ly] <y

En particulier, ici, on obtient pour > 0 :
— % —1< f(x) donc on déduit de lim E —1 =400 que l'on a aussi lim f(z)=+oc0

z—0t r—0+
— x(% 1) <g(x) < x;
1l—xz<g(x)<1
D’ou lim g(x) =1 par encadrement.
z—0t
2. Sans limite
Démontrer que la fonction suivante n’a pas de limite en O :

h:R* =R
1
h : x> cos (—) .
T
Soit u, = # et v, = 2m+ﬂ pour n € Nx.
On a alors u,, — 0 et v, = 0 mais h(u,) =1 — 1 tandis que h(v,) = =1 — —1 donc h n’a

n—00 n— 0o n— 0o
pas de limite en 0, sinon cette hmlte serait a la fois égale & 1 et —1.



Exercice 4. BIS Plus petite période

Soit f : R — R une fonction continue périodique non constante. On veut prouver que f admet une plus petite
période, c’est-a-dire qu’il existe T' > 0 tel que
— f(x+T) = f(x) pour tout € R
— pour tout 0 < 7 < T, il existe € R avec f(z + 1) # f(z).
On pose
A={r>0: VzeR, f(zx+71)=f(2)}.
1. Justifier que A admet une borne inférieure que ’on notera T
A est non vide puisque f est périodique, et A est minorée par 0 donc A admet une borne inférieure.
2. Démontrer que 7' > 0.
Suivant l'indication, on raisonne par l'’absurde et ’on suppose que T' = 0, on a donc si n € N* pour
e:%>0unélémenttn€Atelque0<tn§%.
Soit alors x € R.
— On note u, = L%J t, pour n € N*. On sait pour un réel y que y — 1 < |y| < y.

On en déduit :
T T

tn n
T—tp Sup <

Puisque t,, — 0, on a donc par encadrement u,, —
n—oo n—oo

— Sin € N*, montrons par récurrence sur k que 'on a pour tout k € N :
f(ktn) = f(_ktn) = f(O)

Pour k = 0, cette propriété est évidente.

Prouvons I'hérédité. On suppose la prpriété vérifiée au rang k. Or on sait que f(kt,) = f(kt, + tn)
puisque t,, € A. On a donc bien f ((k + 1)t,,) = f(0) par hypothése de récurrence.

Omn a aussi f(—(k+ 1)t,) = f(—(k+ Dt, +1,), c’est a dire f(—(k+1)t,) = f(—kt,) Aot 'on déduit
aussi que f(—(k + 1)t,) = f(0) par hypothése de récurrence.

Ainsi, la propriété est vraie pour tout entier naturel k et Pon en déduit, sil € Z, que l'on a f(It,) =
£(0). En particulier, f(u,) = f(0)

— Concluons : on a u, — x et f continue donc f(u,) — f(z). Ceci entraine que f(z) = f(0). f
n—oo n—oo

est donc constante, ce qui est la contradiction recherchée.
3. Démontrons que T est une période pour f : par définition de la borne inférieure, on a pour tout n € N*

un élément 7,, de A tel que T' < 7, < T + % de sorte que 1, — T.
n— o0

Soit € R. On a puisque 7, € A :f(x+7,) = f(z). Par continuité de f, on a donc en passant a la limite
quand n tend vers +oo :f(z +T) = f(x).

Ainsi, f est T-périodique.



