Devoir 2026
PCSI DS n°11

Corrigé du devoir surveillé

Exercice 1. Factorisation d’un polynéme.

On cherche dans cet exercice & factoriser le polynéme suivant :
QX)=X%—2x°+ X1 - X3 42X2 - X

1. Montrer que 1 est une racine de @, préciser sa multiplicité. On calcule Q(1) = 0 donc 1 est
racine de ) de multiplicité au moins 1. On calcule le polynéme dérivé :

Q'(X) =6X° —10X* +4X3 - 3X2 44X — 1.

On calcule Q'(1) = 0 donc 1 est racine de @ de multiplicité au moins 2. On calcule le second
polynoéme dérivé :
Q"(X) =30X* —40X3 + 12X? — 6X + 4.

On calcule Q”(1) = 0 donc 1 est racine de @ de multiplicité au moins 3. On calcule le troisiéme
polynéme dérivé :
Q¥ (X) =120X3 — 120X?% 4 24X — 6.

On calcule Q®) (1) = 18. 1 est donc racine de multiplicité 3 de Q.

2. Donner une autre racine évidente de Q).

0 est évidemment racine de ) dont le terme constant est nul.

3. Factoriser Q au maximum dans R[X], puis C[X].

1 est racine de multiplicité 3 et 0 est racine de @ donc (X — 1)3X | @. On réalise la division
euclidienne de @ par (X —1)3X = X% — 3X3 + 3X? — X et 'on obtient :

QIX)=(X-13X(X?+X +1).

Le discriminant de X2 + X + 1 vaut A = —3 donc ceci est la décomposition de @ dans R[X].
Les deux racines dans C du polynéme X2 + X + 1 sont :

“1+i/3 . —1-iV3
=————etj=———.
2 2
On a donc X2+ X +1= (X —j)(X —j) et 'on obtient la décomposition de @ dans C[X] :
Q(X) = (X - 1)’X(X — j)(X —j)

Exercice 2. Une suite de Polyndémes.

On note (f,)nen la suite de fonctions de R dans R définie par Vo € R, fo(x) = x et telle que 'on a
pour tout n € N :

fori(x) = (n+1) /Ox fa(t)dt + 2 (1 —(n+1) /01 fn(t)dt> .

1. Calculer I'expression des fonctions fi, fa, f3 et f4.

f1(:c):/0$tdt+g;<1—/oltdt>;
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On peut alors calculer fj3 :

1.3 2
t t 1
0
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1

3
fa(x) = %4'%

+

On peut alors calculer fy :

B3 2
_4/ —+ + dt—l—x(l— /—+ + dt>

275 564 3:

. Montrer que pour tout n € N, la fonction f, est la fonction associée a un unique polynéme réel
que I'on notera P,.

D’aprés la question précédente, c’est vrai pour n = 1, 2, 3 ou 4. Supposons que c’est vrai au
rang n € N, on a alors :

Ve e R, fo(z) = age® + ag_12 1 + -+ 4+ a1 + ao,
oit (ag,ay,--- ,aq_1,aq) € R"1. On en déduit si z € R :

T 1
fog1(z) = (n+ 1)/ agt? + ag_ 1t + -+ agt + apdt + @ (1 —(n+ 1)/ fn(t)dt> .

0 0

1 1 1 !
fryi1(z) = Ziladxdﬂ n;— a1z’ + <(n +Dag+1—(n+ 1)/ fn(t)dt> x

0

Ceci est bien I’expression d’une fonction polyndéme, donc la propriété est héréditaire et la fonction
frn est une fonction polynomiale pour tout n € N.

d n—+
ag—1x "+ -+

. Montrer que pour tout n € N, P, vérifie les deux conditions suivantes :
P,(0)=0et P(X)— P (X —1)=X".

On prouve encore une fois cette propriété par récurrence. Puisque P, est le polynéme dont la
fonction associée est f,, il suffit de vérifier que :

fn(0) =0et Vo €R, fo(z) — fu(z —1) = 2™

Au rang n = 0, les deux aspects de cette propriété sont bien vrais. Supposons donc que c’est le
cas au rang n € N, et calculons :

fni1(0) = (n+1) /OO fa(®)dt +0 <1 —(n+1) /01 fn(t)dt> = 0.
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fun@) = frne =D =+ 1) [ e o (1) [ 1 o)
—(n+ 1)/0“fn(t)dt (-1 (1 —(n+ 1)/01fn(t)dt> . )
@)~ e =0 =0 1) [ pacr (1o [ noa):

T 1
Pt (@) — fai(@—1) = (m+1) [ fu()dt+ (1 . 1)/0 fn(t)dt> .

rz—1

Notant alors F,+1(z) = fnt1(x) — frny1(x — 1), on observe que F,, 11 est dérivable, de dérivée :
nr1(@) = (n+1) (ful@) = falz —1));
nr1(@) = (n+1) (ful@) = falz —1));

d’ot1 'on déduit d’aprés ’hypothése de récurrence :
Floi(@) = (n+ D™

Ainsi, on a une constante ¢ € R telle que Fj,;1(z) = 2! + ¢. On calcule alors Fj,,1(1) = 1,
donc ¢ = 0 et I’hypothése de récurrence est héréditaire.

. Sin € N, montrer que P, est 'unique polynoéme de R[X] vérifiant les deux conditions de la
question précédente.

Notons R,, un polyndéme qui vérifie ces conditions, puis prouvons par récurrence sur k que ’on
a pour tout k € N, P, (k) = R, (k).

Pour k =0, on a bien P,(0) = R,,(0) = 0.

Admettons que la propriété est vraie au rang k, on écrit alors les égalités vérifiées par P, et Q,
pour X =k+1:

Pulk +1) = Po(k) = (k4 1) et Ro(k+1) = Ra(k) = (k+1)",

d’ott 'on déduit naturellement avec I’hypothése de récurrence que P, (k + 1) = R, (k + 1).
L’hypothése est héréditaire, donc le polynéme P, — R, a pour racine tout entier naturel k. On
en déduit que c’est le polynéme nul, c’est & dire que P, = R,,.

. Montrer que pour tout n € N*, le polynéme P, est divisible par X? + X.

1 suffit de vérifier que —1 et 0 sont racines de P, : P,(0) = f,,(0) = 0et P,(0)—P,(—1) =0" =0
donc P,(—1) =0.

Factoriser les polynémes Pj, P> et Ps. Ecrire Py sous la forme X (X + 1)Q4 ot Q4 € R[X].

1

1 1
P, = gX(X + 1) (X + 5)

1
Py = ZX2(X +1)?

1

Pr= o5 X(X + D6X? +9X2 4+ X — 1)
. Montrer que le polynéme P, est de degré n + 1, calculer son coefficient dominant ainsi que le
coefficient de X™.
La récurrence de la question 2 nous garantit que le degré augmente de 1 entre P, et P, 1, donc
comme Py est de degré 1, on en déduit que P, est de degré n + 1.
Le coefficient dominant de F,, si on le note b, vérifie d’aprés cette méme récurrence : b, 11 =
Z—i;bn. Sachant que by = 1, on en déduit b; = %, by = % et on prouve aisément : b, = n#“
Pour n > 1, le coefficient de degré n de P,11 est quant & lui le méme que celui de P,, c’est &

1

dire 3



7. Pour tous n € N et p € N*, on a par somme télescopique :

Exercice 3. Familles libres SUJET NORMAL

On considére dans R? les vecteurs vy = (1,1,0), va = (4,1,4) et v3 = (2, —1,4).
1. Montrer que la famille (v1,v2) est libre. Faire de méme pour (vy,v3), puis pour (ve,vs).
Pour justifier la liberté de chacune de ces trois familles, il suffit de rappeler qu'une famille de
deux vecteurs est liée si et seulement si les deux vecteurs sont colinéaires. En analysant chacune
des trois familles, on observe ainsi qu’elles sont libres.
2. La famille (v1, vy, v3) est-elle libre ?
Pour répondre & cette question, il suffit de déterminer I'ensemble des solutions (z,y,2) € R? de

r+4y+22 = 0

I’équation vy + yvo + zvg = 0, c’est & dire du systéme : r4+y—z = 0 La derniére
4y + 4z =0

équation équivaut & z = —y et lorsque I'on remplace alors z dans les deux premiéres équations,

on obtient z 4+ 2y = 0 et x + 2y = 0. Si 'on choisit alors y = 1, z = —1 et x = —2, on observe
que c’est une solution du systéme donc —2v; + v9 — v3 = 0 et la famille est liée.

Exercice 4. Rang d’une famille, sous-espaces engendrés SUJET NORMAL

1. Trouver le rang, dans R?*, de la famille :

2 0 1 3
1 3 2 0
4 |’ -1 |’ 3|’ 8
3 2 4 5
1 0 1 1 1
2. Soient e; = (1) ,€y = i ,€3 = (1) ,e4 = 8 et es = i des vecteurs de E = R%.
0 0 1 0 1

Posons F' = Vect {e1,es}, G = Vect {es,eq}, G’ = Vect {e3,eq,e5}.
Montrer que I et G sont supplémentaires dans E. Qu’en est-il de F' et G'?

Exercice 5. Espace de polynémes

Dans le R-espace vectoriel E' = R3[X] des polynémes de degré inférieur ou égal a 3, on note Py(X) =
X3, P(X) = (X —1)% et Po(X)= (X —2)? et 'on définit '’ensemble F par :

F={PeE|P0)+P(2)=8P(1)}

1. Rappeler la base canonique de E ainsi que la dimension de E. E est de dimension 4, sa base
canonique est (1, X, X2, X3).

2. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
F contient le polynéme nul.
Si P et @ sont dans F, et que (\, 1) € R? alors on a: P(0)+P(2) = 8P(1) donc AP(0)+A\P(2) =
SAP(1): Q(0)+Q(2) = 8Q(1) donc 4Q(0)+#Q(2) = $uQ(1). Enfin, on obtient AP(0)+#Q(0)+
AP(2)+pQ(2) = 8AP(1)+8uQ(1), c’est a dire (AP + uQ)(0) + (AP + pQ)(2) = 8(AP + uQ)(1).
On en déduit que AP + u@ € F .



3. Déterminer le rang de la famille (P, P, P»). Etudions d’abord si la famille est libre, soient donc
trois réels A, pu et v tels que :

AX3 (X 1P +v(X -2 =0
AX3 4+ (X% —3X2 43X — 1) +v(X3 —6X? +12X —8) =0
A+ p+v)X3 4 (=3u—60) X%+ Bu+120)X —pu—8v =0

Les trois réels sont donc solution du systéme d’équations :
Adpu+v = 0

-3u—6v = 0 , . . P .
Su+120 = 0 De la somme des deux équations du milieu, on déduit v = 0 puis =0
—u—8v =0

a l'aide d’une des trois derniéres équationbs, et enfin A = 0 & I'aide de la premiére.
La famille (P, P, P3) est libre donc de rang 3.
4. Déterminer une base de F' et sa dimension.

F' est un sous-espace de E donc il est de dimension < 4. F' # E car le polyndéme constant 1
n’est pas dans F. Ainsi, la dimension de F est < 3. Enfin, on vérifie aisément que Py, P; et
P, sont dans F. Ainsi, Vect r(Py, P1, P2) C F, et 'on déduit de la question précédente que la
dimension de F est > 3, c’est a dire que Dim F' = 3. (Fy, P1, P) étant libre, c’est une base de
F.

Exercice 6. Une famille libre SUJET BIS

On considére le C-espace vectoriel E = F(R,C), aj, s, -+ ,a, des complexes distincts et ’on note
pour o € C :
Ga :R—=C | ¢q: x> e,

Montrer que la famille (¢q,, Gays -+ 5 Pa,, ) €st libre.

On prouve ceci par récurrence sur n € N* : pour n = 1, c’est évident puisque ¢,, n’est pas la fonction
nulle.

On suppose maintenant que c’est vrai au rang n, et I'on considére aq, s, -+ ,an41 des complexes
distincts. Soient alors A1, Ag,---, Ap+1 des complexes tels que 'on a pour tout € R :

A1eT 4 \ge®2T .. 4 )\n_|_160[”+1m =0
Pour toute valeur de y € R, on a donc aussi :
et @) o x e (@ty) oo\ et (@) —

AeMYeMT 4 \ge®Ye2T ..\ e H Y et tlT = ()

Et I'on peut multiplier la 1ére relation par e*»+1¥ on a donc pour tout réel x :

)\lean+1yealm + )\2604n+1316042m 4+ 4+ )\nJrleofn-HyeOfn-Hm =0
On obtient par soustraction des deux lignes précédentes :

)\1 (ealy _ ean-Hy) 1% + )\2 (ea2y _ ean-Hy) 2% 4+ 4 )\n (ealy _ eany) etn? — ()
Ceci étant vrai pour tout x réel, on en déduit par hypothése de récurrence que :
)\1 (ealy _ ean+1y) — )\2 (eazy _ ean+1y) - .. = )\n (eany _ ean+ly) =0.
Ceci étant vrai pour tout y € R, on en déduit :
A =X=---=A,=0.

L’égalité du départ donne A\, 1e®+1% =0 d’ott Apy1 = 0.
Ainsi, la propriété est héréditaire donc vraie a tout rang.



Exercice 7. Intersection d’hyperplans SUJET BIS

E est un K-ev de dimension finie n > 2. On appelle hyperplan de E tout sous-espace de dimension

n— 1.

1. Rappeler I’énoncé et les hypothéses de la formule de Grassmann concernant la dimension d’une

somie.
Si H et F sont deux s.e.v. de dimensions finies, il en est de méme de F'+ H et FN H et l'on a :

dim(H + F) = dim H + dim F — dim(H N F)

2. Soit H un hyperplan de E et F' un sev de E.

(a)

(b)

Ecrire la formule de Grassmann pour H + F'.
dim(H + F) =n—1+dim F — dim(H N F)

Justifier que 'ona H + F=H ou H+ F = E.

Puisque dmH =n—letque HCH+FCE,ona:n—1<dim(H + F) <n.

Cette double inclusion nous garantit si dim(H + F) =n—1 que H + F = H et si ndim(H +
F)=nque H+ F=E.

Etablir I'encadrement : dim F' — 1 < dim(F N H) < dim F et étudier les cas d’égalité.
D’aprés la formule de Grassmann, on a :

dm(HNF)=n—-1+dimF —dim(H + F)
D’apres les inégalités précédentes, on a donc :
n—1+dimF —n<dmHNF)<n—-1+dmF —(n—1)
dimF —1<dim(HNF)<dimF

On a dim(H N F) = dim F lorsque dim(H + F') = n — 1, c’est & dire lorsque dim H =
dim(H + F) d’ou H = H + F puisque H C H + F : ceci signifie F C H.

Si F' n’est pas inclus dans H, alors H + F est un sous-espace qui contient strictement H
donc dim(H + F') = n puisque H + F' est de dimension strictement plus grande que H. C’est
dans ce cas que 'on a dim F' — 1 = dim(H N F).



