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Cours

1. Racine a € K d’un polynoéme P € K[X] : rappeler la définition ainsi que la caractérisation par
la divisibilité.

2. Siag,ag,--- ,a, € K sont les racines de P qui est scindé a racines simples et unitaire, qui est
P?

3. Multiplicité d’une racine : donner la définition.

4. Formule de Taylor pour les polynomes de K, [X] : la préciser.

5. Dans un espace vectoriel E, prouver que 'on a pour tout x € E et tout A € K :
(a) 0x =0
(b) A0g =0g
(¢c) e =0 = A=0ouz=0g

6. Que signifie : la famille uq, us, - ,u, est libre?

7. Rappeler la définition de la somme F' + G si F' et G sont des sous-espaces vectoriels.

8. Que signifie qu'une telle somme est directe ?

Rappeler la définition ainsi que la caractérisation par I'intersection.
Exercice 1. Factorisation d’un polynéme.

On cherche dans cet exercice & factoriser le polyndéme suivant :
QX)=X0—2x5+ X* - X3 4+2X2 - X

1. Montrer que 1 est une racine de (), préciser sa multiplicité.
2. Donner une autre racine évidente de Q.

3. Factoriser Q au maximum dans R[X], puis C[X].
Exercice 2. Une suite de Polyndémes.

On note (f,)nen la suite de fonctions de R dans R définie par Vo € R, fo(x) = = et telle que l'on a
pour tout n € Net z € R :

fori(x) = (n+1) /Ox fa(®)dt + 2 (1 —(n+1) /01 fn(t)dt> .

1. Calculer I'expression des fonctions fi, fa, f3 et f4.

2. Montrer que pour tout n € N, la fonction f;, est la fonction associée & un unique polynoéme réel
que 'on notera P,.

3. Montrer que pour tout n € N, P, vérifie les deux conditions suivantes :
P,(0)=0et P(X)— P(X —1) = X".

4. Si n € N, montrer que P, est l'unique polynoéme de R[X] vérifiant les deux conditions de la
question précédente. ( On pourra noter R,, un polynéme qui vérifie ces conditions, puis prouver
que l'on a pour tout k € N, P, (k) = R, (k) et conclure. )



5. Montrer que pour tout n € N*, le polynome P, est divisible par X2+ X . Factoriser les polynémes
Py, Py et P3. Ecrire P; sous la forme X (X + 1)Q4 ot Q4 € R[X].

6. Montrer que le polynéme P, est de degré n + 1, calculer son coefficient dominant ainsi que le
coefficient de X™.

7. Montrer que, pour tousn € Net p € N* on a:

Exercice 3. Familles libres SUJET NORMAL

On considére dans R3 les vecteurs vy = (1,1,0), vo = (4,1,4) et v3 = (2, —1,4).
1. Montrer que la famille (v, v2) est libre. Faire de méme pour (vq,v3), puis pour (ve,v3).
2. La famille (vy,v2, v3) est-elle libre ?

Exercice 4. Rang d’une famille, sous-espaces engendrés SUJET NORMAL

1. Trouver le rang, dans R?*, de la famille :

2 0 1 3
1 3 2 0
4 |’ -1 |’ 3 |’ 8
3 2 4 5
1 0 1 1 1
2. Soient e; = (1) ,€y = i ,€3 = (1) ,e4 = 8 et es = 1 des vecteurs de E = R*.
0 0 1 0 1

Posons F' = Vect {e1,es}, G = Vect {es,eq}, G' = Vect {e3,eq,€5}.
Montrer que F' et G sont supplémentaires dans E. Qu'en est-il de F' et G'?
Exercice 5. Sous-espaces des Polynomes SUJET NORMAL
Dans le R-espace vectoriel E = R3[X] des polynomes de degré inférieur ou égal a 3, on note Py(X) =
X3, P(X) = (X —1)3 et Po(X) = (X —2)3 et I'on définit 'ensemble F par :
F={PeFE|P(0)+P(2)=8P(1)}
1. Rappeler la base canonique de E ainsi que la dimension de F.
2. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
3. Déterminer le rang de la famille (Py, P;, P,).

4. Déterminer une base de F' et sa dimension.

Exercice 6. Une famille libre SUJET BIS

On considére le C-espace vectoriel E = F(R,C), aj,ag,--- ,ay des complexes distincts et 'on note
pour a € C :
G0 : R—=>C |, ¢g:xr> e,
Montrer que la famille (¢q,, Pays - s Pa, ) st libre.
Exercice 7. Intersection d’hyperplans SUJET BIS

E est un K-ev de dimension finie n > 2. On appelle hyperplan de E tout sous-espace de dimension
n— 1.
1. Rappeler I’énoncé et les hypothéses de la formule de Grassmann concernant la dimension d’une
somme.
2. Soit H un hyperplan de E et F' un sev de E.
(a) Ecrire la formule de Grassmann pour H + F.
(b) Justifier que 'ona H+ F=H ou H+ F =E.
(c) Etablir 'encadrement : dim F' — 1 < dim(F N H) < dim F et étudier les cas d’égalité.



