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Corrigé du concours Blanc

1 Développements limités, asymptotiques

1. (a) Calculer les développements limités suivants en 0 :

- x? z? 23 3
a) cos(z) —e mzolf?flfxf?fEJro(z )
23
cos(z) —e* = —x— 2% — " +o(x?)
x—0 6

b) 1+ 2? — 32° 4 427 :01+x273x3+0(x3)

¢) In(cos(x))

On commence par écrire :
2
_ 1.7 3
cos(x) o 1 5 + o(z?)

On écrit alors le développement limité du In en 1 :

2

= gL 2
n(l+y) = y—F +oly’)
Pour y(z) = cos(z) =1 = 7% +o(z?), on a donc y(z) — 0 et y(z) ~ 7%2 d’ott :
z—0 z—0 z—0
_ B y(z)? 4
1+ y(e) = y(@) ~ L 4 oat)
- 3
In(1 + y(z)) o 2t o(z?)
d) (1 +$)z — In(1+z)
Cl)2 CES
Or zln(1 + z) o z(x — % + 4 +o(a?))
On pose alors y(z) = z1In(1 + z) = ?(1— %+ % + o(z?)) et l'on a :
z—
2 _ 4 4
Pla) =, o+ olet)

On obtient alors par composition :

2
1
(1+2)* =, 1+2%(1— g + % +o(2?)) + =z* + o(z*)

z— 2

Q) = 14?54 2at poat)
x I:O T 5 GZC o\xr

(b) Calculer les développements limités suivants :
a) vz a lordre 3 en 2

On pose z = 2+ h et 'on se raméne ainsi au développement limité en 0 de :

h
V2+h=1v2 1+5
OrI+y iol+%y—§y2+%y3+o(y3), d’ou :
y

11 1
V2 = V2(14+=h—=—=h®>+-—h%+o(h®
+ ;Hof< Rl gt o)



VITE = Vi L2 e Vs o)

b) H»—;L'2 alordre 3en —2
On pose £ = —2 + h et I'on se raméne au développement limité en 0 de :
1 . 1 1 1
1+(=24h)2 5—4h+h* 51— 3ih+in2

On rappelle que m = 1—y+y? —y3+o(y®), on en déduit avec y(h) = fgh + %hQ :
y—r

16 8
2 _ 16,5 O3 3
()=, g5h —ggh Helh)
3 S BN X
y*(h) h—0 125h o(h")
1 1 4
b L L 16 By O s g
1+(2+h)2h—>05( TEh g Al gl g o)
1 1 4 11

- — Z 4 _Ih4——p? —h3 h3
T (2 h2 05 T T s Tt o)

2. Etude d’une fonction f en 0
=5 si x#0
On désigne par f la fonction définie sur Rpar: f : t € R +—
1 si =0
(a) Calculons le développement limité & I'ordre 2 en 0 de la fonction z — =% :
x B x
e —1 20 :E+%2+%+0(z3)

T _ 1
ezflz—>01+%+%+0(x2)

€T r x T\ 2
N
1.0 2 5 tlg) o)
2
s o _E -~ 9
1.0 T3t tol)

(b) Peut-on déduire du développement limité de la question précédente, sans nouveaux calculs, que :
— f est continue en 07
— f est dérivable en 0 et la valeur de f(0)?
La réponse a ces deux premiéres questions est positive : il est équivalent d’étre dérivable en 0 et
d’admettre un DL;(0). On peut ainsi déterminer la valeur f/(0) = —31.
— f est deux fois dérivable en 0 et la valeur de f”(0)?
En revanche, existence d’'un DL2(0) ne nous dit rien quand a la dérivabilité de f a ordre 2 :
il existe en effet des fonctions qui admettent un DL2(0) mais qui ont une dérivée qui n’est pas
continue en 0 ( exemple : z — 2 cos (%) ).
(c) Calculons la dérivée f’ pour x # 0 :

, e’ —1—ze
f(z):W
, B x—i—z—z—x(l—i—x)—i—o(ﬁ)
e )

2
—Z° 1 o(x?
fla) = o)
=0 22 + o(x?)
Donc f/(x) _e —1 et f’ est donc continue en 0. Comme f’ est continue partout ailleurs, on en déduit
r—r

que f est de classe C! sur R.



3. Développement asymptotique d’une suite

(a) Montrer que pour n € N*, I'équation f(x) = n admet une unique solution, on la notera .
On note g la fonction définie pour tout « € R par g(z) = ze® —e® + 1.
La fonction g est dérivable de dérivée ¢'(z) = ze®, donc g est décroissante sur |—oo, 0] et croissante
sur ]0, +o0[ :

e \ O /

Comme ¢(0) = 0, on déduit des variations de g que g(z) > 0 pour tout = € R.

ﬂ. Cette dérivée est de signe
(e — 172

négatif (y compris en 0 d’aprés ’énoncé ) donc f est décroissante.

On remarque que f est dérivable sur R* de dérivée f'(x) = —

Or lim f(z) =+ocet lim f(x)=0donc f:R — R} est une bijection continue.Ainsi, I'équation
T—r—00 T—r+00
f(x) = n admet une unique solution x,, = f~1(n).
(b) Déterminer le sens de variations de la suite (z,,) ainsi définie, et sa limite.

Puisque f est une bijection continue décroissante de | — oo, +00[ dans ]0, +oc[, on sait que f~1 est
décroissante, que sa limite en 0 est 400 et surtout que sa limite en +o00 est —oco.

Alnsi, (2, )nen+ est décroissante de limite —oo.
(c) Montrer, a laide de l’équation f(x,) = n, que &, ~ —n.
n—00

x x

On sait que =n donc —* =1 — %, Ainsi, puisque z,, — —o0, — — 1.
etn — 1 -n n—00 —n n—oo
(d) On définit la suite y, = n + x,, de sorte que &, = —n+y, ot y, = o(n).
n—oo
. o . —n+ _ ,
Grace a ’équation vérifiée par x,, on obtient ?ynl =n, donc —n + y, = n(e”"T¥" — 1) cest
e n —

a dire que y, = ne "TY»,

Puisque y, = o(n),ona —n-+vy, ~ —n.Ainsi, on a pour n assez grand : —n+y, < ——
n—oo n—o00 2
1 , .. .. —N + Yn .
( prendre € = 5 dans la définition de la limite de qui vaut 1 ).
-n
et donc y, — 0 par encadrement.
n—oo

n
2

On en déduit que 0 < y, < ne™

—n

Enfin, on écrit y, = e¥"ne~". Puisque e¥» — 1, onadoncy, ~ ne

n—oo n—oo
(e) Pour obtenir un terme supplémentaire du développement asymptotique, on écrit y,, = ne™™ + z, ou
zn = o(ne™). L’équation vérifiée par y, nous donne :
n—00
p— -n p—
ne " 4z, =e" TPrne "
_ —ng ne "4z,
zn =mne (e -1)
—n
Comme ne ™ + 2, — 0,onae® T2 = 14+ne "™ +z,+ o(ne™™ + z,).
n—oo n—oo
. — . . . -n — p—
Puisque 2z, = o(ne™"), cela signifie simplement e™® T#» = 1+ ne™" + o(ne™").
n—oo n—00
On déduit alors de I’équation ci-dessus :
zn = ne "(ne " +o(ne ™))
n—oo
2, = n2€72n +0(n2672n)
n—oo

2 DMatrices et applications linéaires

Le but de ce probléme est d’étudier différentes matrices qui commmutent avec leur transposée, c’est & dire qui
vérifient la relation M *M = *MM (1).
Dans la suite de I’énoncé, on se contentera alors de dire que M vérifie la relation (1).



Premiére partie

Dans toute cette partie, toutes les matrices envisagées seront dans I'espace Ma(R).

On notera en particulier : [ = (1 0) , A= (O 1) et C = (0 _1) .

1.

0 1 1 0 1 0

e (01 c (01 i [0 =1 i~ (0 =1
On calcule : AA<1 NE A'A = 10l CcC = 1 o) c'"C= 1 0 )

Donc A et C vérifient la relation (1).

. A% = I, donc les puissances de A sont faciles & décrire : on démontre aisément par récurrence sur n € N

que A?" = I, et A1 = A. Ainsi, puisque I3 et A vérifient (1), c’est aussi le cas de A™ pour tout n € N.

A est inversible puisque A% = I, et son inverse est A~! = A.

Soit, u 'unique endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique B = (i, ) est A.

On a u(i) = j et u(j) = i.

wou est un endomorphisme de R? de matrice dans la base canonique A% = I, donc wou = Idg> et u est une

symétrie. L’ensemble de ses vecteurs invariants est { (z) eR?|A (z) = (z) } = { <x> € R?| <y> = (z) }
Y Y Y Y € Y

Il s’agit donc du sous espace de dimension 1 engendré par le vecteur (1)

Dans la suite, on notera U = A + 1.

On vérifie par le calcul que ‘UU = U 'U = U? = 2U, donc la matrice U vérifie la relation (1).
Montrons par récurrence ( forte ) : Vn € N*, U" = 2"~ 1U.

La relation est vérifiée aux rangs n =1 et n = 2.

Supposons que n > 2, et que la relation est vérifiée au rang n. Comme U? = 2U, on a :

Urtt =unTlUt = Ut U = 20" = 2.

La relation est héréditaire donc vraie pour tout n € N.

On a donc 'UnU™ = 271 tyan=1y = 22n=2 tyy = 22" =2y U = 2n~ly2n—l ty = Um U™, et U™
vérifie (1) pour tout n € N.

On notera dans la suite Fy 'ensemble des matrices de My(R) qui vérifient (1).

Calculons les produits de la matrice A + C et de sa transposée :

(A+C) A+ C) = (8 2) , HA+O)A+CO) = (3 8) donc E; n’est pas un sous-espace vectoriel

puisque A € Ey, C € By et A+ C ¢ Es.

, . _fa b iar [(a*+ b ac+bd err (a4 ab+cd
EtantdonneeunematmceM(C d>,onaM M(ac—i—bd cQ_i_d2>etM M = abted B4 d?)

donc M € Ej si et seulement si le systéme d’équations suivant est vérifié :

ab+cd = ac+bd
a2+ = A4+ @{ (b=c)b+e) = 0
Erd? = 242 (b—c)la—d) = 0
Ceci est vérifié dans deux cas et deux cas seulement : si b = ¢, ou bien si b = —c et que a = d. Les deux
formes possibles des matrices de F5 sont a ¢ ou d —c .
c d c d

Fs est la réunion de deux sous-espaces vectoriels, admettant respectivement pour bases

(o) G o) 2 (66 )

Etant données M et N deux matrices de Fo, M = (1 (1)) et N = (01 (1)) par exemple, on constate

-1 1

que MN = (_1 0

) ¢ E5 donc le produit de deux matrices de F5 n’est pas nécessairement dans Es.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Deuxiéme partie

On se place ici dans I'espace M3(R), et on considére la base canonique de R? que 1’on note B’ = (;, 7, E)

On définit alors h comme I'unique endomorphisme de R3 vérifiant : h(i) = —k, h(j) =7 et h(k) = J ainsi
que S = Matp/ (h).

L’ensemble des matrtices de M3(R) qui commutent avec leur transposée ( vérifiant la relation (1)) est
noté Ej.

0 1 0
Représentons la matrice S=| 0 0 1
-1 0 O
0 0 1
Calculons S?=| -1 0 0], t8§=85tS=1Iset 15252 = 52152 = I3 donc S et S? sont dans Fs.
0 -1 0

Calculons, pour trois réels a, b et ¢, avec R = alz + bS + ¢S? :
'RR = (al3 +b 'S+ c'S*(al3 + bS + cS?)

‘RR =a’I5 +abS +acS? +ba 'S+ b2I5 + beS +ca tS? +¢b S + 215
'RR = (a® +b* + *)I3 + (ab + be)(S + 1S) + ac(S* + 'S?)

R'R = (al3 4+ bS + ¢S?)(als +b 'S 4 ¢ 'S?)
R'R=0a%I5+ab?'S +actS? + baS + b%I5 + be 'S + caS? + ¢bS + 215
R'R = (a®4+b*+ I3+ (ab + be) (S + 1S) + ac(S* + 'S?)
On a donc : V(a,b,c) € R3 al3 + bS + ¢S? € Es.

E3 contient donc F' = Vect(I3, S, S?). Les matrices I3, S et S? forment une famille libre, donc ce sous-
espace est de dimension 3.

Montrer que F' est stable par multiplication matricielle :
Soient Ry = a1l5 + 015 + ¢15? et Ry = asols + baS + 25?2 deux éléments de F, on a alors

RiRy = ajasl3 + a1b2S + alcQSQ +biasS + blb252 + 516253 + cla252 + 615253 + 016254
Or 83 = —I5 donc §* = —S et ’on peut simplifier :
RiRy = (aras — byca — bacy) I3 + (arbe + agby — c1¢2)S + (arca + biba + c1a2)S?

Donc R1Rs € F et F est bien stable par multiplication matricielle.

Troisiéme partie

On se place & présent dans l'espace My (R), et on considére la base canonique de R* que ’on note
B" = (€1, €3,€3,€1).

1 a 1 1
e . -1 0 0 N .
On définit la matrice B par : B = T est un réel quelconque, et on appelle u
1 1 -1 1

I'unique endomorphisme de R* tel que Matp~(u) = B.

L’ensemble des matrtices de My4(R) qui commutent avec leur transposée ( vérifiant la relation (1)) est
noté Ey.

Déterminer les réels a tels que B € Fy.

Calculons :
1 -1 1 1 1 a 1 1 4 a+1 0 0
tpp— | 0 0 1 -1 0 0 1| la+1l a*+1 a—1 a+1
11 0 0 -1 1 0 0 —-1]" 0 a—1 2 0
1 1 -1 1 1 1 -1 1 0 a+1 0 4



16.

17.

18.

19.

20.

1 a 1 1 1 -1 1 1 3+4a* 0 0 a+1
-1 0 0 1 a 0 0 1 0 2 =2 0
tp _ _
BB = 1 0 0 -1 1 0 0 -1 0 -2 2 0
1 1 -1 1 1 1 -1 1 a+1 0 0 4
Ligne 1 colonne 2 du résultat, on voit qu'une condition nécessaire pour avoir B € E4 est que a+1 =10
donc a = —1. Réciproquement, si a = —1, on observe que B € E4. Dans toute la suite, on pose a = —1.
T r—y+z+t = 0
Calculons ker(u) = Yl ers et =0
z T —t = 0
t r+y—z+t = 0
A Taide du pivot de Gauss, on obtient un systéme équivalent avec trois équations x =0, y = z et t = 0.
0
o 1
Ainsi, ker(u) = Vect 1

0
D’aprés le théoréme du rang, Im (u) est donc de dimension 3.
Or Im (u) est I'espace engendré par les colonnes de B dans R*. Comme la troisiéme colonne est 'opposée

1 -1 1
. ) . . -1 0 1
de la deuxiéme, Im (u) est engendré par la famille des colonnes n°1,2 et 4 de B : 1ol |21
1 1 1
Cette famille est une base de Im (u) puisqu’elle est génératrice de cardinal 3.
Calculons u(éq + €3 — €3 — 1) = —267 — 265 + 263 + 2€;. En notant v = €1 4+ é3 — €3 — €4, on a donc
u(v) = —2v.
1 2 1 2
0 0 -1 -2 e . .
Calculonsr B ol = 1o et B 1 1=1 92 | Pour ces deux vecteurs, 'image par u est égale a leur
1 2 -1 —2

double.

On note C' = (é3 + €3,61 + €3 — €3 — €;,€1 + €4,61 — €3 + €3 — €;1) et on admet sans démonstration que
C est une base de R%.

0 0 0 O
L1 . L 0O -2 0 0
On déduit des questions précédentes Matc(u) = 00 2 0
0O 0 0 2
0 1 0 0
1 -1 0 0 . "
En notant P = Matp.(C) = 1 1 2 0 la matrice de passage de la base B” & la base C,
0 -1 0 2

on a B = PMatc(u)P~t, ot Matc(u) est une matrice diagonale.
On prouve par récurrence : Vn € N*, B" = PMatc(u)"P~1.
Ceci est vrai au rang 1.

Supposons que c’est vrai au rang n, on a alors
B""' = B"B = PMatc(u)"P~'PMatc(u)P~' = PMatc(u)"Matc(u)P~! = PMatc(u)" ' P71

et la propriété est héréditaire.
On remarque enfin que Vn € N*, Matc(u)"*? = 4Matc(u)™ et 'on en déduit aisément que B"+2 = 4B™.
Ainsi, on montre par récurrence sur ’entier naturel p que B? = 4P~ 1B2 et B?P+1 = 4P,



