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Corrigé du devoir surveillé

Exercice 1. Questions de cours

1. (a) On dit que f est dérivable en a si le taux d’accroissement

(xel, z#a)
admet une limite finie lorsque x tend vers a. Cette limite est le nombre dérivé de f

en a : v f@) = fla) . fla+h)— fla)
fle) = lim === = i T

T—a xr—a h—0

(b) La tangente & Cy au point d’abscisse a a pour équation
y = f(a)(x —a) + f(a).

(c) Le taux d’accroissement 7,(z) est le coefficient directeur de la sécante passant par
A(a, f(a)) et M(x, f(x)). Lorsque x tend vers a, le point M se rapproche de A et la
sécante « tend » vers la tangente en A, de coefficient directeur f'(a).

2. On suppose u et v dérivables sur R.

a) uv est dérivable sur R et (uv) = vw'v + wd'.
(a)

(b) Si de plus v ne s’annule pas sur R, alors Y est dévivable sur R et
v

(u)’ uw'v —uv
v v2

(c) uwow est dérivable sur R et (v owv) =" x (u' ov), c’est-a-dire :
Ve eR, (uov)(z)=1'(z)u (v(x)).
3. (a) f~! est dérivable en  si et seulement si f/(f~!(z)) # 0, et dans ce cas :
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(b) Les courbes de f et de f~! sont symétriques par rapport a la droite A : y = z : le
point (a,b) est sur Cy si et seulement si le point (b,a) est sur Cy-1.
La tangente a Cy en (a,b) a pour symétrique la tangente a Cy-1 en (b, a). Une droite
d’équation y = max + p avec m # 0 a pour symétrique par rapport & A la droite
d’équation x = my + p, c’est-a-dire y = %az — 2 :]es coefficients directeurs sont
1
f'(a)
Si f'(a) = 0, la tangente a C; est horizontale; sa symétrique est verticale, et f~!
n’est pas dérivable en b.

inverses I’un de ’autre. On retrouve (f~!)" (b)

(b,a) : pente L+

m
\ (a,b) : pente m
x
4. Pour tout réel x :
cos(2z) = cos® x — sin?x = 2cos’r — 1 = 1 — 2sin? 2, sin(2z) = 2sin z cos z.

Exercice 2. Une équation symétrique du quatrieme degré

0 n’est

(

pas solution de (E) car 2 # 0. Pour x # 0, on divise (E) par z* :

9 2 1 1
E) <= 20" - 92+14— -+ 5 =0 <= 2(2*+—= ) -9(z+~-)+14=0.
A x? x

1 1 1
Onpose u =z + —. Alors u?> =22 + 2+ —, donc 2 + — =u? — 2 et
x x? x?

Le disc

— X

T

— X

(B) <= 2u?—2) - 9u+14=0 <= 2u®>—9u+10=0.

941 5 9-1
riminantvautA:81—80:1,d’oﬁu:%ziouu:T:Q.
1 5
+—:§ = 2x2—5x+2:0(carx7é0):A:25—16:9,doncx:¥:20u

T
5-3 1

4 2

1
+-=2<= 2 -21+1=0<+= (z-17*=0 < z=1.
i

S={3:1;2}

Vérification : 22* — 923 + 1422 — 92 + 2 = (22 — 1)(z — 2)(x — 1)



Exercice 3. Vualeur absolue et distance

1. |x — 2| est la distance entre x et 2. L’inéquation signifie que x est a une distance au plus
3de 2, cest-a-dire 2 —3<xr <2+3:

S=[-1;5]

+ + E + + & + + | + +
3 -2 -1 0 1 2 3 4 3 6 7
2. (a) |r—1| est la distance de x a 1 et |x — 5| la distance de z a 5. L’inéquation (/) signifie

donc : « z est plus proche de 1 que de 5, ou a égale distance ».

1+5
(b) Le milieu de 1 et 5 est % = 3.

10 1 2 3 4 5 6 7
(c) Le point 3 est a égale distance de 1 et de 5; les points situés a gauche de 3 sont plus
proches de 1, ceux situés a droite plus proches de 5. Donc

S =]-00;3]

Vérification par le calcul : les deux membres étant positifs, (I) < (z —1)* <
(r—5)? < —22+1<-102+25 <= 8r <24 «— 1 <3.

Exercice 4. Limites

1. En +o00, un quotient de polynémes a la méme limite que le quotient de leurs termes de
plus haut degré :

208 S +1 P (2-%+%5) 2-%+5% 2 9]
4o — a3 w3 (&% —1) B S -1  aotoo -1 '
2 2 3 3
3 (142 1 142
2. De méme, rEOT ( f) =—- 7. Or — — 0 et le second facteur tend vers
208 -1 23 (2-%) © 2—5 oz

1
3 donc la limite vaut @

3. On a une forme indéterminée « oo — oo ». Pour x > 0, on multiplie par la quantité
conjuguée :

2 2
——— +x)—=x x
x‘2—|—x—x:(x = .
»?+r+x ?+r+ux

Pour = > 0, \/:L‘2~|>l‘:\/l‘2@/1+%:l‘ 1+%,donc

1 1
Val+or—o = T = _
x( 1+%+1) 14 1qq o= 2



Exercice 5. Trigonométrie

1. Avec les formules d’addition :

7 7 ™ .m . T 1 V2 V3 V2 V6 + 2
cos(—) =CcoS—-CoOS— tsm—Sin—-=—-+—+—+—=|—-——
12 3 4 3 4 2 2 2 2 4
. (7?) LT T T . m \/§ \/Q 1 \/Q \/6—\/5
in{-—) =sin—-cos — — —sin—=—+———--— =
T Y A R I T S A T R 1
2. On utilise cosa = cosb <= a =0 [27] ou a = —b [27] :

cos(2x) = cos(zr) < 2x =2z [27] ou 2z = —x [27] <= x =0 [27] ou 3z =0 [27].

Or 3z =0 [2n] <= 2 =0 [%], et les solutions de la premicre famille (z = 2km) sont

3
S:{%T”, k:eZ}

contenues dans la seconde. Donc

sont les sommets d'un triangle équilatéral inscrit
dans le cercle trigonométrique.

2
3
2 4
Dans [0; 2], les solutions sont 0, ?ﬂ et ?ﬂ :ce /F 0
&

3

3. Onaﬁzsin%etsina:sinb < a=b2nJoua=mw—b 27| :

1
sin(2x):§ < 2r = — [27] ou QxE%T 27] —= z =

s 5T
- Z} o Z
12+k7r,/<:€ U{12+k7r,k:€ }

N
I
—

Exercice 6. Bijection réciproque et fonction arcsin

Partie A.
1. f est un polynéme, donc dérivable sur R, et f'(x) = 3z® + 1. Pour tout réel x, 3z% > 0
donc f'(x) > 1> 0: f est strictement croissante sur R.

2. f(1) =1+ 1 = 2. Comme f est bijective, f71(2) est 'unique antécédent de 2 par f :
) = 1)
3. f est dérivable en f~1(2) = 1 et f/(1) = 4 # 0. D’aprés le cours, f~! est dérivable en 2 et

11
F@)  F

—1\/ o 1
) @)= 1]



4. La tangente & la courbe de f~! au point d’abscisse 2 a pour équation

y=(F) Q-2+ Q) =@ -2 41, soit |y=rty]|

Partie B.

1. arcsin est définie sur [—1;1] et prend ses valeurs dans [—E ; g} Pour y € [-1;1],
arcsin(y) est I'unique réel 0 € [—g ; g] tel que sinf = y.

2. Les angles suivants appartiennent tous a [—g ; %] :

in(0) = 0 (L) . V2 o (VBY
arcsin(0) = 0, aresin | 5 | = ¢, arcsin 5 | =1 aresin | —- | = 5
3. sin om = sin <7T — I) = sin <I> = 1, donc
6 6 6 2
. . (o . (1 T
arcsin | sin | — =arcsin [ = | =|—|
6 2 6

Le pid la 1¢ st 5% 57T¢[ s ﬂ}
e piége : la réponse n’est pas —, car — ———.
pieg p p G’ 6 5779

4. (a) g(x) existe si et seulement si —1 <2x—1<1 <= 0<2xr <2 <— 0<z <1

Donc D, = [0;1].
1
(b) On rappelle que arcsin est dérivable sur |—1;1[ avec arcsin’(y) = i Pour
-y
x €]0;1[,on a2z — 1€ ]—1;1[ et, par la formule de dérivation d’une composée :
1
() =2 % .
g () T (2017

Orl1—(2r—12?=1—42*+4x — 1 =4(x — %), avec * — 2*> = z(1 — x) > 0 sur

0;1[. Donc /1 — (22 —1)2 =2vx — 2% et

-2
I 20 —a2  r—a2

Exercice 7. Bonus
Soient x,y € R. D’aprés l'inégalité triangulaire :
[ = [(x —y) +yl < |z —yl+ [y, donc o] —ly[ < |o—yl

En échangeant les roles de z et y : |y| — |z| < |y — z| = |z — y|, c'est-a-dire |z| — |y| > —|x —y|.
Ainsi

—|z—y| <|z|—|y| < |z —y|, Cest-adire |||z]—|y|| < |z —yl|




